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 ALGEBRAICZNA RÓWNOWA NO  PEWNYCH ESTYMATORÓW 
MNK ORAZ PREDYKTORÓW W PRZYPADKU KLASYCZNYCH MODELI 

REGRESJI LINIOWEJ UWZGL DNIAJ CYCH ADDYTYWNE, 
STA E EFEKTY SEZONOWE 

1. WST P

Klasyczny model regresji liniowej, do którego w czono addytywne, sta e efekty 
sezonowe dotycz ce wszystkich okresów sezonowych (poni ej nazywany KMRL-AS), 
nie mo e by  szacowany bezpo rednio metod  najmniejszych kwadratów (MNK) 
z powodu dok adnej wspó liniowo ci zmiennych obja niaj cych. Niniejszy artyku  
dotyczy estymatorów i predyktorów stosowanych w przypadku KMRL-AS, w których 
wykorzystuje si  to, e parametry KMRL-AS s  liniowymi funkcjami parametrów 
pewnych modeli estymowalnych bezpo rednio MNK (poni ej nazywanych modelami 
pomocniczymi lub krócej MP), uzyskanych z KMRL-AS przez eliminacj  jednej 
ze wspó liniowych zmiennych obja niaj cych lub jednego z efektów sezonowych. 
Rozwa ania artyku u dotycz  po rednio estymatorów i predyktorów dla klasycznego 
modelu deterministycznego trendu liniowego z addytywnymi, sta ymi efektami 
sezonowymi. Model ten bowiem z formalnego punktu widzenia jest szczególnym 
przypadkiem KMRL-AS. 

W literaturze wiatowej brak jest precyzyjnych teoretycznych informacji o rela-
cjach mi dzy wynikami uzyskiwanymi przy u yciu ró nych estymatorów (ró nych 
predyktorów), dotycz cych KMRL-AS lub wspomnianego powy ej szczególnego 
przypadku KMRL-AS. Znajduje to odzwierciedlenie w podr cznikach akademickich 
(patrz np. Cie lak, 2005 s. 89; Gruszczy ski et. al. 2009 s. 113–114; Maddala, 2006, 
s. 353 i 391; Welfe, 2003, s. 167–168; Zieli ski, 1979). W literaturze przedmiotu brak 
jest równie  precyzyjnych informacji teoretycznych o relacjach mi dzy estymatorami 
efektów sezonowych (o relacjach mi dzy predyktorami) opartymi na KMRL-AS i na 
klasycznym modelu regresji liniowej zawieraj cym sk adowe harmoniczne (poni ej 
nazywanym KMRL-HS). Na podstawie przyk adów liczbowych stwierdza si , e 
modele te „mo na stosowa  zamiennie, gdy  daj  one przybli one wyniki” (patrz np. 
Wi niewski, 1981 s. 69–70).

Wykorzystuj c twierdzenia udowodnione przez West  (2004), w niniejszym arty-
kule okre lono zale no ci mi dzy estymatorami MNK parametrów strukturalnych 
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dla par modeli nale cych do zbioru utworzonego przez KMRL-HS i wszystkie MP. 
Nast pnie udowodniono:
– algebraiczn  równowa no  estymatorów parametrów strukturalnych KMRL-AS 

w przypadku wszystkich procedur wykorzystuj cych MP; 
– identyczno  reszt KMRL-AS, KMRL-HS i wszystkich MP;
– algebraiczn  równowa no  estymatorów dowolnego efektu sezonowego, wyko-

rzystuj cych MP albo KMRL-HS; 
– algebraiczn  równowa no  predyktorów zmiennej obja nianej KMRL-HS 

i KMRL-AS, opartych odpowiednio na KMRL-HS i dowolnych MP. 
Dalsza struktura artyku u jest nast puj ca. Po sformu owaniu za o e  KMRL-AS 

(pkt 2), przedstawieniu rozwa anych procedur estymacji tego modelu (pkt 3) i okre-
leniu za o e  KMRL-HS (pkt 4), udowodniono twierdzenie dotycz ce relacji mi dzy 

wynikami estymacji MNK par modeli nale cych do zbioru obejmuj cego KMRL-HS 
i wszystkie MP (pkt 5). W twierdzeniu okre lono zale no ci zarówno mi dzy esty-
matorami wektorów parametrów strukturalnych, jak i estymatorami macierzy warian-
cji i kowariancji tych estymatorów. Wykazano tak e identyczno  reszt MNK tych 
modeli. Powy sze twierdzenie wykorzystano w dowodach dwóch twierdze  dotycz -
cych estymacji KMRL-AS (pkt 6). Zgodnie z pierwszym twierdzeniem estymatory 
wektora parametrów strukturalnych KMRL-AS w wszystkich procedurach wyko-
rzystuj cych MP s  algebraicznie równowa ne. Wed ug drugiego twierdzenia reszty 
KMRL-AS s  identyczne z resztami MP. Nast pnie udowodniono algebraiczn  rów-
nowa no  estymatorów efektów sezonowych w przypadku KMRL-AS i KMRL-HS 
(pkt 7). Ostatni punkt artyku u dotyczy predyktorów warto ci zmiennej obja nianej 
w KMRL-AS i KMRL-HS. Wykazano, e predyktory oparte na KMRL-HS i MP s  
sobie równe i algebraicznie równowa ne zaproponowanemu w artykule predyktorowi 
opartemu na KMRL-AS. 

2. ZA O ENIA ROZWA ANEGO MODELU REGRESJI LINIOWEJ Z ADDYTYWNYMI, 
STA YMI EFEKTAMI SEZONOWYMI 

Oznaczmy przez yt, x1t, x2t, …, xkt (t  =  1, 2, …, n) t-te obserwacje odpowiednio na 
zmiennych y, x1, x2, …, xk. Przyjmijmy, e wyst puje m-okresowa sezonowo , gdzie 
m jest liczb  parzyst . Niech Qit (i    {1, 2, …, m}; t   {1, 2, …, n}) jest zde  niowane 
nast puj co:

 gdy t dotyczy i-tego okresu sezonowego 1
itQ   (1)

 w pozosta ych przypadkach

Za ó my, e kszta towanie si  yt opisuje nast puj cy model: 
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gdzie: b0, g1, …, gm, b1, b2, …, bk – nieznane parametry strukturalne, spe niaj ce 
warunek:

 1 m . (3) 

u1, u2, …, un – sk adniki losowe takie, e: 

tuE ,  tuVar  i 'ttuuE ,   ttn  tn  t '    i     ,,,1'   ,,,1 , (4) 

przy czym s2 > 0 jest nieznan  sta . 
Niech ponadto macierz obserwacji na zmiennych x1, x2, …, xk w modelu (2), 

oznaczana poni ej X, spe nia nast puj ce za o enia:
– elementy macierzy X ustalone s  w powtarzalnych próbach; (5)
– rz d macierzy X jest równy k. (6) 

Poni ej model okre lony w (2)-(6) nazywany b dzie skrótowo KMRL-AS. Powsta  
on przez w czenie do klasycznego modelu regresji liniowej addytywnych, sta ych 
efektów sezonowych dotycz cych wszystkich okresów sezonowych. Z formalnego 
punktu widzenia, szczególnym przypadkiem KMRL-AS jest m.in. nast puj cy model 
deterministycznego trendu liniowego z addytywnymi, sta ymi efektami sezonowymi:

 t

m

i
itit utQy  1

1

           1   ,,,1 mnn  t . (7)

Parametr gi w modelu (2) nazywany b dzie poni ej efektem sezonowym i-tego 
okresu sezonowego. Okre la on ile przeci tnie w i-tych okresach sezonowych yt 
odchyla si  od warunkowej warto ci oczekiwanej yt wzgl dem x1t, x2t, …, xkt. W przy-
padku modelu (7) parametr gi interpretowany jest jako przeci tne odchylenie w i-tych 
okresach sezonowych yt od linii trendu okre lonej przez parametry b0 i b1.

3. PROCEDURY ESTYMACJI PARAMETRÓW KMRL-AS

Nie mo na oszacowa  parametrów KMRL-AS stosuj c MNK bezpo rednio do 
tego modelu. Z (1) wynika, e:

 11 mttt QQQ , (8)

Powoduje to, e pierwsza kolumna macierzy obserwacji na zmiennych obja niaj cych 
w KMRL-AS jest równa sumie m nast pnych kolumn, co oznacza dok adn  wspó li-
niowo  zmiennych obja niaj cych. 

Poni ej rozpatrzymy 2m  +  1 procedur estymacji modelu KMRL-AS, w tym: 
– m procedur I typu, o numerach 1, 2, ..., m;
– m procedur II typu, o numerach m  +  1, m  +  2, …, 2m;
– jedn  procedur  III typu o numerze 2m  +  1.
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W powy szych procedurach najpierw szacuje si  MNK parametry MP. Potem 
wykorzystuje si  odpowiednie wzory wynikaj ce z teorii estymacji funkcji parame-
trów klasycznych modeli regresji liniowej. 

Niech X(r) b dzie macierz  obserwacji na zmiennych obja niaj cych MP w r-tej 
procedurze. Macierz ta ma wymiary (m  +  k)    n. Pierwszych m kolumn dotyczy 
zmiennych powsta ych przez eliminacj  z (2) jednej ze wspó liniowych zmiennych 
obja niaj cych lub jednego z efektów sezonowych. Pozosta e k kolumny w X(r) 
zawieraj  kolejno obserwacje na zmiennych x1, x2, …, xk, o których mowa w modelu 
(2). W dalszych rozwa aniach przyjmiemy dodatkowo nast puj ce za o enie: 

  x1t, x2t, …, xkt (t  =  1, 2, …, n) s  takie, e macierz X(r) obserwacji na zmiennych 
obja niaj cych MP w r-tej procedurze, gdzie r   {1, 2, …, 2m  +  1}, ma rz d 
równy m  +  k.

Oznaczmy przez  i (r) wektory parametrów strukturalnych odpowiednio KMR-
L-AS i MP w r-tej procedurze. Niech C(r) b dzie macierz  tak , e   =  C(r) (r). Przyj-
mijmy, e symbole rˆ  i ˆ r  oznaczaj  dla r-tej procedury odpowiednio estymator 
MNK wektora (r) i wariancj  resztow  MP. Estymator wektora , uzyskany przy 
u yciu r-tej procedury, oznaczany poni ej r~ , oraz estymator macierzy wariancji 
i kowariancji r~  s  równe odpowiednio:

rrr C ˆ~ ,                rrTrr
r

rVar CXXC
1

ˆ~ . 

Niech r
k

rrr
m

rrr ~ ,  ,~ ,~  ,~  ,  ,~ ,~  ,~
11 , gdzie r   {1, 2, …, 2m  +  1}, s  

estymatorami odpowiednio parametrów b0, g1, g2, …, gm, b1, b1, …, bk w KMRL-AS, 
uzyskanymi przy u yciu r-tej procedury. Oznaczmy przez Ir zbiór zde  niowany nast -
puj co: 

rI r m ,  ,1    gdy   mr  ...,  ,1  

mrI r m ,  ,1    gdy    mmmr  ...,  ,1 . 

Procedury I typu 
MP stosowane w procedurach I typu powstaj  w wyniku wyeliminowania 
z KMRL-AS jednego z parametrów efektów sezonowych przy u yciu (3). W r-tej 
procedurze I typu, gdzie r   {1, 2, …, m}, wykorzystuje si  nast puj cy MP: 
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gdzie: 

 gdy t dotyczy i-tego okresu sezonowego (i   Ir ),
  

  
1
1  

rtit
r

it QQSR  gdy t dotyczy r-tego okresu sezonowego, (10)
 w pozosta ych przypadkach.

Model (9) mo na otrzyma  z KMRL-AS podstawiaj c za gr w (2) wyra enie 

rIi i , uzyskane z (3). Jako estymatory parametrów strukturalnych KMRL-AS 
w r-tej procedurze I typu przyjmuje si :

rr ˆ~ ,    ˆ~  r
i

r
i rIi ,   r

j
r

j
ˆ ~   kj   ,1  ,  ˆ~  

rIi

r
i

r
r .  (11)

gdzie rˆ ,  ˆ r
i  (i   Ir ), r

j
ˆ  (j  =  1, 2, …, k) oznaczaj  estymatory MNK parametrów 

b0, gi (i   Ir ), bj (j  =  1, 2, …, k) modelu (9).

Procedury II typu
MP wykorzystywane w procedurach II typu otrzymuje si  przez wyelimino-
wanie z KMRL-AS jednej ze zmiennych zero-jedynkowych zdefiniowanych 
w (1). Posta  MP wykorzystywanego w procedurze II typu o numerze r-tym, gdzie 
r  {m  +  1, m  +  2, …, 2m}, jest nast puj ca: 

 t
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itit uxQy

r 1
      n  t  ,,,1 , (12)

przy czym a0  =  b0  +  gr, ai =   gi  –  gr (i   Ir ).

Model (12) mo na uzyska  z KMRL-AS przez zast pienie Qrt w (2) przez wyra-
enie 

rIi
itQ1 , otrzymane z (8). Przyjmijmy, e rˆ ,  ˆ r

i  (i   Ir ), r
j

ˆ  (j  =  1, 2, …, k) 
oznaczaj  estymatory MNK odpowiednio parametrów a0, ai (i   Ir ) i bj (j  =  1, 2, …, k) 
modelu (12). Estymatory parametrów strukturalnych KMRL-AS w r-tej procedurze II 
typu mo na przedstawi  wówczas nast puj co: 

rIi

r
i

r m ˆˆ~ 1 ,  
rIi

r
i

r
r m ˆ~ 1 ,     ˆˆ~ 1

rIi

r
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r
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r
j

r
j

ˆ ~   kj   ,1 . 
 (13)
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Wyra enie 
rIi

itiQ  w (12) bywa zast powane przez wyra enie 
rIi

iti SC , 

gdzie SCit s  warto ciami tzw. scentrowanych zmiennych sezonowych, zde  niowa-
nymi nast puj co: SCit = Qit – m–1 (i  Ir). Transformacja ta nie zmienia warto ci 
odchyle  zmiennych obja niaj cych w modelu (12) od ich warto ci rednich, 
co na mocy teorii estymacji klasycznych modeli regresji liniowej (patrz np. Goldber-
ger, 1972 s. 239–241) oznacza, e zamiana Qit na SCit w (12) nie ma adnego 
wp ywu na warto ci estymatorów MNK parametrów ai (i  Ir) i bj (j  =  1, 2, …, k) 
modelu (12), a tym samym równie  warto ci estymatorów r

i
~  (i  =  1, 2, …, m) 

i r
j

~
 (j  =  1, 2, …, k), okre lonych w (13). Powy sza transformacja powoduje jedynie 

zmniejszenie oceny wyrazu wolnego w (12) o warto  
rIi

r
im ˆ1 , w wyniku czego 

oceny wyrazów wolnych w modelach (12) i (2) s  sobie równe. 

Procedura III typu
W procedurze III typu (o numerze r  =  2m  +  1) wykorzystywany jest nast puj cy MP: 
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, (14)

gdzie mi =   0  +  gi (i  =  1, 2, …, m). Model (14) mo na otrzyma  z KMRL-AS zast pu-
j c zmienn  przy 0 w (2), która jest to samo ciowo równa jedno ci, przez wyra enie 
stoj ce po lewej stronie (8). Oznaczmy przez  ˆ r

i  (i  =  1, 2, …, m), r
j

ˆ  (j  =  1, 2, …, k) 
estymatory MNK odpowiednio parametrów mi (i  =  1, 2, …, m), bj (j  =  1, 2, …, k) 
modelu (14). Estymatory parametrów strukturalnych KMRL-AS w procedurze III 
typu s  zde  niowane nast puj co: 

m
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r m
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1 ˆ~ ,  
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1 ˆˆ~ mi  ...,  , ,1 , r
j

r
j

ˆ ~   kj  ...,  ,1  (15)

4. ZA O ENIA ROZWA ANEGO KLASYCZNEGO MODELU REGRESJI LINIOWEJ 
ZAWIERAJ CEGO SK ADOWE HARMONICZNE

Niech m*  =  m / 2 i wi  =  2pi / m. Przyjmijmy, e kszta towanie si  yt opisuje nast -
puj cy klasyczny model regresji liniowej ze sk adowymi harmonicznymi (nazywany 
poni ej skrótowo KMRL-HS): 
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gdzie: 0, a11, …, a1m*, a21, …, a1m*–1, 1, …, k – nieznane parametry strukturalne, 
u1, u2, …, un – sk adniki losowe spe niaj ce za o enia (4). 

Przyjmijmy, e hˆ , h
11ˆ , …, h

m*1ˆ , hˆ , …, h
m 1*ˆ , h

1
ˆ , …, h

k
ˆ  oznaczaj  esty-

matory MNK odpowiednio parametrów 0, a11, …, a1m*, a21, …, a1m*–1, 1, …, k 
modelu (16). Jako estymatory efektów sezonowych dla kolejnych okresów sezono-
wych przyjmuje si : 

 
1*

1

*
*

1

*
1 sinˆcosˆˆ

m

i
ji

h
i

m

i
ji

h
i

h
j tt    mj   ,1 . (17)

gdzie *
jt  jest minimaln  warto ci  zmiennej t dla j-tych okresów sezonowych. 

W szczególnym przypadku, gdy y1 dotyczy pierwszego okresu sezonowego, otrzy-
mujemy jt j

* . 

5. ZALE NO CI MI DZY ESTYMATORAMI MNK PARAMETRÓW MODELI NALE CYCH 
DO ZBIORU UTWORZONEGO PRZEZ WSZYSTKIE MP ORAZ KMRL-HS

Przypiszmy numery 1, 2, …, 2m  +  1 odpowiednio modelom MP wykorzystywa-
nym w przedstawionych powy ej procedurach 1, 2, …, 2m  +  1 estymacji parametrów 
KMRL-AS. Niech ponadto KMRL-HS ma numer h-ty, gdzie h    {1, 2, …, 2m  +  1}. 
Przyjmijmy, e 

 M =  {1, 2, …, 2m  +  1, h}. (18)

Poni ej wyka emy, e na podstawie ocen MNK parametrów r-tego modelu, 
r    M, mo na w prosty sposób znale  oceny MNK parametrów dowolnego s-tego 
modelu, s    r i s    M. 

Podzielmy macierz obserwacji na zmiennych obja niaj cych w r-tym modelu, 
r    M, na bloki w sposób nast puj cy: XXX rr

1 , gdzie r
1X   i X s  macie-

rzami obejmuj cymi odpowiednio m pierwszych i k ostatnich kolumn macierzy X(r). 
Niech Z(r) oznacza macierz o wymiarach m    m, utworzona z m pierwszych wier-
szy macierzy X(r). Z de  nicji m pierwszych zmiennych obja niaj cych w modelach 
pomocniczych (9), (12), (12) i (16) wynika, e:
– rz d macierzy Z(r) dla r    {1, 2, …, 2m  +  1} jest równy m;
– wiersze o numerach i, i  +  m, i  +  2m, … w macierzy r

1X  s  sobie równe.
Wykorzystuj c powy sze stwierdzamy, e dla ka dej pary r i s takiej, e r    s 
i r, s    M, istnieje nieosobliwa macierz o wymiarach m    m, oznaczana poni ej Ar,s, 
dla której zachodzi nast puj ca zale no :

 sr
rs

,11 AXX , przy czym sr
sr ZZA 1

, . (19) 
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Z (19) wynika, e:

 rssr ,
1
, AA . (20) 

Udowodnimy nast puj ce twierdzenie: 

Twierdzenie 1. Przyjmijmy, e rˆ , gdzie r    M, jest estymatorem MNK wektora 
parametrów strukturalnych r-tego modelu. Podzielmy wektor rˆ  na bloki w sposób 
nast puj cy: 

TTrTrr
1 ˆˆˆ , gdzie wektory r

1ˆ , rˆ  maj  odpowiednio 
wymiary m    1 i k    1. Niech r

tû  i ˆ r  oznaczaj  odpowiednio t-t  reszt  i wariancj  
resztow  r-tego modelu. Przyjmijmy, e r1

ˆ  jest nieobci onym estymatorem macie-
rzy wariancji i kowariancji r

1ˆ , zde  niowanym nast puj co: 
1

111 ˆˆ rTr
rr XX . 

Niech ponadto As,r jest macierz  okre lon  w (19)-(20). Wówczas dla ka dych r i s, 
takich, e r    s i r, s    M, mamy:

a) r
rs

s
1,1 ˆˆ A ;  (21)

b) rs ˆˆ ;  (22)

c) s
t

r
t uu ˆˆ    n  t  ,,,1 ;  (23)

d) ˆˆ sr ;  (24)

e) T
rsrrss ,1,1

ˆˆ AA .  (25)

Dowód: Macierz X(s) obserwacji na zmiennych obja niaj cych w r-tym modelu 
mo na uzyska  mno c prawostronnie m pierwszych kolumn macierzy X(r) przez 
macierz Ar,s, okre lon  w (19). Wykorzystuj c twierdzenie dotycz ce konsekwencji 
przekszta cenia polegaj cego na prawostronnym pomno eniu cz ci kolumn macierzy 
obserwacji na zmiennych obja niaj cych przez macierz nieosobliw  o znanych ele-
mentach (patrz Westa, 2004, s. 167–168), stwierdzamy prawdziwo  (21)-(25). To 
ko czy dowód. 

Z twierdzenia 1 wynika, e w przypadku KMRL-HS i wszystkich MP estymatory 
MNK wektora parametrów strukturalnych przy ostatnich k zmiennych obja niaj cych 
s  algebraicznie równowa ne. Zgodnie z (21), (25) i (19)-(20), dla okre lenia zale -
no ci mi dzy estymatorami MNK wektora m pierwszych parametrów strukturalnych 
(mi dzy estymatorami macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK wektora 
m pierwszych parametrów strukturalnych) w modelu r-tym i s-tym, gdzie  r    s 
i r, s    M, wystarcza znajomo  macierzy rs

rs ZZA 1
, , przy czym Z(s) i Z(r) s  

macierzami utworzonymi z m pierwszych wierszy odpowiednio macierzy X(s) i X(r) .
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 Macierz As,r, wykorzystywana w twierdzeniu 1, ma prost  struktur  dla wszystkich 
MP. Poni ej podamy przyk ady postaci tej macierzy. Niech W oznacza nast puj c  
macierz o wymiarach (m  +  1)    (m  +  1):

  

1
1

1
1

111

111

111

111

mmm
mmm

mmm
mmm

W . (26)

Oznaczmy przez Ws,r (przez Is,r) macierz powsta  przez usuni cie s-tego wiersza 
i r-tej kolumny z macierzy W (z macierzy jednostkowej stopnia (m  +  1)-tego). Przyj-
mijmy, e p i q s  m-elementowymi nast puj cymi wektorami: 

 111p    i  T1111q . (27)

Wówczas:
– w przypadku MP wykorzystywanych w procedurach pierwszego typu, czyli 

gdy r, s    {1, 2, …, m}, macierz As,r jest równa macierzy powsta ej przez 
zast pienie (r  +  1)-tego wiersza w macierzy Is+1,r+1 przez wektor p; 

(28)

– w przypadku MP wykorzystywanych w procedurach drugiego typu, czyli 
gdy r, s    {m  +  1, m  +  2, …, 2m}, macierz As,r jest równa macierzy powsta-
ej przez zast pienie (r  +  1)-tej kolumny w macierzy Is–m+1,r–m+1 przez wek-

tor pT; 

(29)

– gdy s    {1, 2, …, m} i r    {m  +  1, m  +  2, …, 2m}, to As,r  =  Ws+1,r–m+1; (30)
– gdy s    {1, 2, …, m} i r  =  2m  +  1, to As,r  =  Ws+1,1; (31)
– gdy s    {m  +  1, m  +  2, …, 2m} i r  =  2m  +  1, to macierz As,r jest równa 

macierzy powsta ej przez zast pienie (s  –  m)-tej kolumny w macierzy 
Is–m+1,1 przez wektor q. 

(32)

 

6. ALGEBRAICZNA RÓWNOWA NO  ESTYMATORÓW PARAMETRÓW KMRL-AS 
W PROCEDURACH TYPU I-III

Udowodnimy nast puj ce twierdzenie: 

Twierdzenie 2. Oznaczmy przez  wektor parametrów strukturalnych KMRL-AS. 
Przyjmijmy r~ , e jest estymatorem wektora  w r-tej procedurze. Wówczas dla 
ka dej pary r i s takiej, e r    s i r, s    {1, 2, …, 2m  +  1}, zachodzi:

 sr ~~ . (33)



Maria Westa36

Dowód: Podzielmy wektor r~  na bloki w sposób nast puj cy: 
TTrTrr

1
~~~

, 
gdzie 

Tr
m

rrrr ~~~~~
11  i 

Tr
k

rrr ~~~~
1 . Przyjmujmy, 

e r
1ˆ , rˆ  s  estymatorami MNK parametrów strukturalnych MP w r-tej pro-

cedurze, okre lonymi w twierdzeniu 1. Oznaczmy przez r
1C  macierz powsta  

z macierzy jednostkowej stopnia (m  +  1)-tego przez usuni cie (r  +  1)-tej kolumny 
i zast pienie(r  +  1)-tego wiersza przez wektor p, zde  niowany w (27). Niech rC  
(niech C3) jest macierz  powsta  z macierzy W, okre lonej w (26), przez usuniecie 
(r  –  m  +  1)-tej kolumny (przez usuni cie pierwszej kolumny). Wówczas zale no ci 
(11), (13) i (15) mo na przedstawi  odpowiednio w nast puj cej postaci macierzowej:

 rrr
111 ˆ~ C    i   rr ˆ~   dla    mr  ...,  ,1 , (34)

 rrr
11 ˆ~ C    i     rr ˆ~   dla    mmmr  ..., , ,1 , (35)

 1
1

1
1 ˆ~ mm C     i      11 ˆ~ mm . (36)

Po uwzgl dnieniu (31) i (32) nietrudno wykaza , e:

 1,1 CAC mr
r      dla    mr  ...,  ,1 ,, (37)

 1, CAC mr
r       dla     mmmr  ..., , ,1 . (38)

Po podstawieniu w (34) i (35) za r
1ˆ  odpowiedniego wyra enia z (21) oraz uwzgl d-

nieniu (22), (37) i (38) otrzymujemy:

 sr ~~     dla   sr   i   1 ...,  ,1 , msr  , (39)

 1
1

1
11,11 ˆˆ~ mm

mr
rr CAC ,     dla    mr  ...,  ,1  , (40)

 1
1

1
11,1 ˆˆ~ mm

mi
rr CAC      dla    mmmr  ..., , ,1  . (41)

Z (39)-(41) wynika prawdziwo  (33), co ko czy dowód. 

Zgodnie z twierdzeniem 2, estymatory wektora  parametrów strukturalnych KMRL-
-AS, uzyskane przy u yciu procedur typu I, II lub III s  algebraicznie równowa ne. 
Poni ej symbol ~ oznacza  b dzie estymator wektora  parametrów strukturalnych 
KMRL-AS, uzyskany przy u yciu dowolnej z procedur typu I, II lub III, tzn. 

 r~~            dla 1 ...,  ,1 mr .. (42)
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Udowodnimy nast puj ce twierdzenie:

Twierdzenie 3. Przyjmijmy, e tu~  i ~  s  odpowiednio t-t  reszt  i wariancj  resz-
tow  KMRL-AS, okre lonymi nast puj co:

 x ~~
tit yu ,     

n

t
tiykmn

1

1 ~~ x , (43)

gdzie xt oznacza t-ty wiersz macierzy obserwacji na zmiennych obja niaj cych 
w KMRL-AS. 
Niech r

tû  i ˆ r  oznaczaj  odpowiednio t-t  reszt  i wariancj  resztow  w MP wyko-
rzystywanym w r-tej procedurze. Wówczas dla r    {1, 2, …, 2m  +  1} i t  =  1, 2, …, n 
zachodzi:

 r
tt uu ˆ~      i    ˆ~

r . (44)

Dowód: Na mocy twierdzenia 2 dla ka dej pary r i s takiej, e r    s  
i r, s    {1, 2, …, 2m  +  1} mamy s

t
r

t uu ˆˆ  (t  =  1, 2, …, n) i ˆˆ sr . Dla przeprowa-
dzenia dowodu wystarczy wi c wykaza , e tu~  i ~  s  równe odpowiednio t-tej resz-
cie i wariancji resztowej MP w dowolnej z procedur, na przyk ad w procedurze m-tej. 
Niech m

tx  jest t-tym wierszem macierzy obserwacji na zmiennych obja niaj cych 
w MP w m-tej procedurze. Z de  nicji tu~  i r

tû  wynika, e zale no  (44) zachodzi 
wtedy i tylko wtedy, gdy mm

tt xx ˆ~
, co ze wzgl du na (42) jest równowa ne

 mm
t

m
t xx ˆ~ . (45)

Dokonuj c podzia u wektora m~  na bloki w sposób okre lony w dowodzie twierdze-
nia 2, mo na (45) zapisa  równowa nie w postaci: 

 mm
t

m
t 1111 ˆ~ xx ,            mm

t
m

t ˆ~ xx ,  (46)

gdzie mtttt QQQ11 1x , m
tm

m
t

m
t

m
t SRSRSR 111 1x   oraz tx   

i m
tx   s  wektorami obejmuj cymi k ostatnich elementów odpowiednio wektorów 

xt i 
m

tx . 
Z (1), (9) oraz (34) wynika, e m

tt xx  i mm ˆ~ , co oznacza prawdziwo  dru-
giej równo ci w (46). Zast puj c m

1
~  w (46) przez odpowiednie wyra enie z (34), 

otrzymujemy: mm
t

mm
t 11111 ˆˆ xCx . Wykorzystuj c nast pnie to, e m

t
m

t 111 xCx , 
stwierdzamy prawdziwo  (46), a tym samym równie  prawdziwo  (44).  

Zgodnie z twierdzeniem 3 wariancja resztowa i reszty KMRL-AS, okre lone 
w (43), s  identyczne odpowiednio z wariancj  resztow  i resztami MP w procedu-
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rach typu I, II i III. Mo na wi c w procesie wery  kacji zast pi  reszty i wariancj  
resztow  wykorzystywanego MP, okre lonego przez (9), (12) i (14), odpowiednio 
przez reszty i wariancja resztow  KMRL-AS. Fakt ten jest istotny w przypadku esty-
macji KMRL-AS bez po rednictwa MP (patrz Westa, 2013).

7. ALGEBRAICZNA RÓWNOWA NO  ESTYMATORÓW EFEKTÓW SEZONOWYCH 
W PRZYPADKU KMRL-AS I KMRL-HS

Udowodnimy nast puj ce twierdzenie:

Twierdzenie 4. Oznaczmy przez 
T

m
~~~~~

11  wektor estymatorów 
pierwszych m  +  1 parametrów strukturalnych KMRL-AS, uzyskany przy u yciu 
dowolnej z procedur typu I-III. Przyjmijmy, e 

Th
m

hhhh ~~~ˆ~
11 , 

przy czym hˆ  jest estymatorem MNK parametru 0 modelu (16) i h
iˆ  (i  =  1, 2, …, m) 

jest estymatorem (17) i-tego efektu sezonowego, uzyskanym przy u yciu KMRL-HS. 
Wówczas zachodzi:

 h
11

~~ . (47) 

Dowód: Podzielmy wektor h
1

~  na bloki odpowiednio w sposób nast puj cy: 
TThhh ~ˆ~

1 , gdzie Th
m

hhh ~~~~
1 . Niech obserwacja y1 dotyczy 

v-tego okresu sezonowego. Przyjmijmy, e h
v

hh
m

h
v

h
v

h
111

* ~~~~~~ . 

Nietrudno zauwa y , e hmh Z ~~ 1* . St d *11 ~~ hmh Z . Wykorzystuj c 

(17) stwierdzamy, e hhh
1

* ˆ ~ 0iZ , gdzie T111i . Po uwzgl d-

nieniu powy szego oraz zale no ci (21) i (19)-(20), mo na przedstawi  h
1

~  w postaci:

 1
11 ˆ~

ˆ~ m
hh

h
h C  (48)

gdzie:

111

1
11

11

 
 

 
1

mTm

m
mh

hmh ZggZI
Zg

ZZ
0iZZ

C TT
, (49)

przy czym g jest pierwszym wierszem macierzy (Z(h))–1.
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Z de  nicji zmiennych obja niaj cych w modelu (16) wynika, e kolumny macie-
rzy Z(h) s  ortogonalne. Macierz (Z(h))–1 mo na wi c otrzyma  dziel c elementy 
ka dej kolumny Z(h) przez d ugo  tej kolumny i nast pnie dokonuj c transpozycji 
macierzy. Pierwsza kolumna macierzy Z(h) jest równa wektorowi i. St d g  =  (1/m)i. 
Macierz Z(2m +1) jest macierz  ortogonaln , co oznacza, e (Z(2m +1))–1  =  (Z(2m +1))T. 
Wykorzystuj c to, e kolumny Z(2m +1) s  pewn  permutacj  kolumn macierzy jed-
nostkowej stopnia m-tego, otrzymujemy g Z(2m +1)  =  g i (Z(2m +1))T g Z(2m +1)  =  g. St d 
(49) mo na zapisa  w postaci: C(h)  =  C3, co ze wzgl du na (48), (36) i (42) implikuje 
prawdziwo  (47). To ko czy dowód. 

8. ALGEBRAICZNA RÓWNOWA NO  PREDYKTORÓW WARTO CI ZMIENNEJ 
OBJA NIANEJ KMRL-AS I KMRL-HS

Niech T b dzie okresem takim, e T  >  n. Przyjmijmy, e w tym okresie spe nione 
s  za o enia KMRL-AS i KMRL-HS tzn. 

 T

k

j
jTj

m

i
iTiT uxQy

11

 ,,  (50)

 T

k

j
jTj

m

i
ii

m

i
iiT uxTTy

1

1*

1

*

1
1  sincos   (51)

przy czym

 TuE ,  TuE  i  TtuuE , n...t  , , ,1 .  (52)

Z (50) wynika, e w okresie T spe nione s  równie  za o enia modeli pomocniczych 
(9), (12), (14), tzn.

 T

k

j
jTj

Ii

r
iTiT uxSRy

1

 ,     mr  ...,  ,1 ,  (53) 

 T

k

j
jTj

Ii
iTiT uxQy

1

 ,   mmmr  ...,  ,1 ,  (54)

 T

k

j
jTj

m

i
iTiT uxQy

11

 . (55)

Przyjmijmy, e xT i r
Tx  s  wektorami warto ci zmiennych obja niaj cych w okre-

sie T odpowiednio w KMRL-AS i r-tym modelu, gdzie r    M, przy czym M okre-
lony w (18). Niech r

Tŷ  oznacza najlepszy liniowy nieobci ony predyktor warto ci 
zmiennej obja nianej w r-tym modelu. Stosuj c teori  prognozowania na podstawie 
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klasycznych jednorównaniowych modeli regresji (patrz np. Theil, 1979 s. 140-146), 
stwierdzamy, e gdy zachodzi (50)-(52), a tym samym (53), (54) i (55), to: 

 rr
T

r
Ty x ˆˆ     dla    Mr ,  (56)

gdzie rˆ  jest estymatorem MNK wektora parametrów strukturalnych w r-tym modelu.
Przy obliczaniu prognoz warto ci zmiennej obja nianej w KMRL-AS wykorzy-

stuje si  predyktory (56) dla r    {1, 2, …, 2m  +  1}. W niniejszym artykule proponuje 
si  predyktor zde  niowany nast puj co:

 x ~~
TTy ,  (57)

gdzie ~   jest okre lonym w (42) estymatorem wektora  parametrów strukturalnych 
KMRL-AS, uzyskanym w dowolnej z procedur typu I-III. 

Udowodnimy nast puj ce twierdzenie:

Twierdzenie 5. Za ó my, e w okresie T, gdzie T  >  n, spe nione s  za o enia (50)-(52). 
Niech Ty~  i r

Tŷ  dla r    M s  predyktorami zde  niowanymi odpowiednio w (57) 
i (56). Wówczas:

 T
h

T
m

TTT yyyyy ~ˆˆˆˆ 11 . (58)

Dowód: Podzielmy wektor r
Tx  na bloki w sposób nast puj cy: r

T
r
T

r
T 1 xxx , 

gdzie r
T1x  i r

T1x  obejmuj  odpowiednio m pierwszych i k ostatnich elementów wektora 
r

Tx . Z (53)-(55) wynika, e: 

 sr
r
T

s
T ,11 Axx    i     r

T
s
T xx     dla       sr   i   Msr, , (59) 

gdzie Ar,s jest nieosobliw  macierz  okre lon  w (19). Zgodnie z (56) dla dowolnego 
s    {1, 2, …, 2m  +  1} takiego, e s    r, mamy ss

T
s

Ty x ˆˆ . Po podstawieniu za s
Tx  

i sˆ  odpowiednich wyra e  z (59) oraz (21) i wykorzystaniu nast pnie (20) otrzy-
mujemy:

r
T

rr
T

rs
T

r
srsr

r
Tr

r
srs

Tsr
r
T

s
T yy ˆˆˆˆ

ˆ
ˆ

  ˆ 1
1
,,1

1
1
,

,1 xxAAxAxAx . 

Oznacza to, e dla udowodnienia twierdzenia wystarczy wykaza , e prawa strona 
(57) jest równa prawej stronie (56) dla dowolnie wybranego r. Dla r  =  m otrzymu-
jemy:
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 mm
TT xx ˆ~

.  (60)

Prawdziwo  (60) wykazujemy analogicznie jak prawdziwo  (45), zast puj c 
w wywodach xt i m

tx  odpowiednio przez xT i m
Tx . To ko czy dowód. 

Zgodnie z twierdzeniem 5, najlepsze liniowe nieobci one predyktory zmiennej 
obja nianej KMRL-AS i KMRL-HS, tj. predyktory o postaci podanej w (56), i pre-
dyktor zmiennej obja nianej KMRL-AS, zaproponowany w (57), s  algebraicznie 
równowa ne.
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ALGEBRAICZNA RÓWNOWA NO  PEWNYCH ESTYMATORÓW MNK 
ORAZ PREDYKTORÓW W PRZYPADKU KLASYCZNYCH MODELI REGRESJI LINIOWEJ 

UWZGL DNIAJ CYCH ADDYTYWNE, STA E EFEKTY SEZONOWE 

S t r e s z c z e n i e

W artykule wykazano, e pewne estymatory MNK (pewne predyktory) stosowane w przypadku 
klasycznego modelu regresji liniowej, uwzgl dniaj cego addytywne sta e efekty sezonowe, s  algebra-
icznie równowa ne. 

S owa kluczowe: sezonowo  deterministyczna, klasyczna regresja liniowa, prognozowanie
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THE ALGEBRAIC EQUIVALENCY OF SOME OLS ESTIMATORS AND PREDICTORS 
IN THE CLASSICAL LINEAR REGRESSION MODEL WITH ADDITIVE CONSTANT 

SEASONAL EFFECTS

A b s t r a c t

In the paper, it was proved that some OLS estimators (some predictors) in the classical linear 
regression model with additive constant seasonal effects are algebraically equivalent. 

Keywords: deterministic seasonality, classical linear regression, prediction


