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ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC PEWNYCH ESTYMATOROW
MNK ORAZ PREDYKTOROW W PRZYPADKU KLASYCZNYCH MODELI
REGRESJI LINIOWEJ UWZGLEDNIAJACYCH ADDYTYWNE,
STALE EFEKTY SEZONOWE

1. WSTEP

Klasyczny model regresji liniowej, do ktérego wigczono addytywne, state efekty
sezonowe dotyczace wszystkich okresow sezonowych (ponizej nazywany KMRL-AS),
nie moze by¢ szacowany bezposrednio metoda najmniejszych kwadratow (MNK)
z powodu doktadnej wspdtliniowosci zmiennych objasniajacych. Niniejszy artykut
dotyczy estymatorow i predyktoréw stosowanych w przypadku KMRL-AS, w ktorych
wykorzystuje sie to, ze parametry KMRL-AS sa liniowymi funkcjami parametrow
pewnych modeli estymowalnych bezposrednio MNK (ponizej nazywanych modelami
pomocniczymi lub krocej MP), uzyskanych z KMRL-AS przez eliminacje jednej
ze wspotliniowych zmiennych objasniajacych lub jednego z efektéw sezonowych.
Rozwazania artykutu dotycza posrednio estymatorow i predyktoréw dla klasycznego
modelu deterministycznego trendu liniowego z addytywnymi, statymi efektami
sezonowymi. Model ten bowiem z formalnego punktu widzenia jest szczegélnym
przypadkiem KMRL-AS.

W literaturze swiatowej brak jest precyzyjnych teoretycznych informacji o rela-
cjach miedzy wynikami uzyskiwanymi przy uzyciu réznych estymatoréw (réznych
predyktoréw), dotyczacych KMRL-AS lub wspomnianego powyzej szczeg6lnego
przypadku KMRL-AS. Znajduje to odzwierciedlenie w podrecznikach akademickich
(patrz np. Cieslak, 2005 s. 89; Gruszczynski et. al. 2009 s. 113-114; Maddala, 2006,
s. 353 i 391; Welfe, 2003, s. 167-168; Zielinski, 1979). W literaturze przedmiotu brak
jest rowniez precyzyjnych informacji teoretycznych o relacjach miedzy estymatorami
efektéw sezonowych (o relacjach migdzy predyktorami) opartymi na KMRL-AS i na
klasycznym modelu regresji liniowej zawierajgcym sktadowe harmoniczne (ponizej
nazywanym KMRL-HS). Na podstawie przyktadéw liczbowych stwierdza sie, ze
modele te ,,mozna stosowa¢ zamiennie, gdyz daja one przyblizone wyniki” (patrz np.
Wisniewski, 1981 s. 69-70).

Wykorzystujac twierdzenia udowodnione przez Weste (2004), w niniejszym arty-
kule okreslono zaleznosci miedzy estymatorami MNK parametréw strukturalnych
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dla par modeli nalezacych do zbioru utworzonego przez KMRL-HS i wszystkie MP.
Nastepnie udowodniono:
— algebraiczng réwnowaznos¢ estymatorow parametrow strukturalnych KMRL-AS

w przypadku wszystkich procedur wykorzystujacych MP;

— identyczno$¢ reszt KMRL-AS, KMRL-HS i wszystkich MP;

— algebraiczng rownowaznos¢ estymatoréw dowolnego efektu sezonowego, wyko-
rzystujacych MP albo KMRL-HS;

— algebraiczng réwnowaznos¢ predyktoréw zmiennej objasnianej KMRL-HS

i KMRL-AS, opartych odpowiednio na KMRL-HS i dowolnych MP.

Dalsza struktura artykutu jest nastepujaca. Po sformutowaniu zatozen KMRL-AS
(pkt 2), przedstawieniu rozwazanych procedur estymacji tego modelu (pkt 3) i okre-
sleniu zatozen KMRL-HS (pkt 4), udowodniono twierdzenie dotyczace relacji migdzy
wynikami estymacji MNK par modeli nalezacych do zbioru obejmujacego KMRL-HS
i wszystkie MP (pkt 5). W twierdzeniu okreslono zaleznosci zarowno migdzy esty-
matorami wektorow parametrow strukturalnych, jak i estymatorami macierzy warian-
cji i kowariancji tych estymatorow. Wykazano takze identycznosé¢ reszt MNK tych
modeli. Powyzsze twierdzenie wykorzystano w dowodach dwoch twierdzen dotycza-
cych estymacji KMRL-AS (pkt 6). Zgodnie z pierwszym twierdzeniem estymatory
wektora parametrow strukturalnych KMRL-AS w wszystkich procedurach wyko-
rzystujacych MP sa algebraicznie rownowazne. Wedtug drugiego twierdzenia reszty
KMRL-AS sg identyczne z resztami MP. Nastepnie udowodniono algebraiczng row-
nowaznos¢ estymatorow efektow sezonowych w przypadku KMRL-AS i KMRL-HS
(pkt 7). Ostatni punkt artykutu dotyczy predyktoréw wartosci zmiennej objasnianej
w KMRL-AS i KMRL-HS. Wykazano, ze predyktory oparte na KMRL-HS i MP sa
sobie rowne i algebraicznie rownowazne zaproponowanemu w artykule predyktorowi
opartemu na KMRL-AS.

2. ZALOZENIA ROZWAZANEGO MODELU REGRESJI LINIOWEJ Z ADDYTYWNYMI,
STALYMI EFEKTAMI SEZONOWYMI

Oznaczmy przez Vi, Xip, Xou --- X (=1, 2, ..., n) t-te obserwacje odpowiednio na
zmiennych y, Xq, Xo, ..., X, Przyjmijmy, ze wystepuje m-okresowa sezonowos¢, gdzie
m jest liczba parzysta. Niech Q;; (i € {1, 2, ..., m}; te {1, 2, ..., n}) jest zdefiniowane
nastepujaco:

Q. - 1 gdy t dotyczy i-tego okresu sezonowego 1
it =10 w pozostatych przypadkach (1)

Zatdzmy, ze ksztattowanie sie y; opisuje nastepujacy model:

m k
Yo =B+ 2 7iQu+ DB Xy + U, (t=1 2, ...,n; n>m+k), )
i1 -1
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gdzie: Bo, Y1, -+ Yms P1, P2s ..., Pk — Nieznane parametry strukturalne, spetniajace
warunek:

VitV to v, =0. (3)
Uy, Us, ..., U, — skladniki losowe takie, ze:
E(u)=0, Var(u)=0c?i E(uu.)=0, (t=12, ..,n;t'=12, ..,n i t'=t), (4)

przy czym o2 > 0 jest nieznang stata.

Niech ponadto macierz obserwacji na zmiennych Xy, X5, ..., X, W modelu (2),
oznaczana ponizej X, spetnia nastepujace zatozenia:
— elementy macierzy X ustalone sa w powtarzalnych prébach; (5)
— rzad macierzy X jest rowny k. (6)

Ponizej model okreslony w (2)-(6) nazywany bedzie skrotowo KMRL-AS. Powstat
on przez wiaczenie do klasycznego modelu regresji liniowej addytywnych, statych
efektow sezonowych dotyczacych wszystkich okresow sezonowych. Z formalnego
punktu widzenia, szczeg6lnym przypadkiem KMRL-AS jest m.in. nastepujacy model
deterministycznego trendu liniowego z addytywnymi, statymi efektami sezonowymi:

Yo=B+ 2 7:Qu + B t+y, (t=12, ..,n; n>m+1). (7
i=1

Parametr y; w modelu (2) nazywany be¢dzie ponizej efektem sezonowym i-tego
okresu sezonowego. Okresla on ile przecietnie w i-tych okresach sezonowych vy,
odchyla si¢ od warunkowej wartosci oczekiwanej y, wzgledem Xy, Xoy, ..., Xg. W przy-
padku modelu (7) parametr y; interpretowany jest jako przecigtne odchylenie w i-tych
okresach sezonowych y; od linii trendu okreslonej przez parametry B, i 1.

3. PROCEDURY ESTYMACJI PARAMETROW KMRL-AS

Nie mozna oszacowaé parametrow KMRL-AS stosujac MNK bezposrednio do
tego modelu. Z (1) wynika, ze:

Q1t+Q2t+"'+th=1' (8)

Powoduje to, ze pierwsza kolumna macierzy obserwacji na zmiennych objasniajacych
w KMRL-AS jest réwna sumie m nastepnych kolumn, co oznacza doktadna wspétli-
niowos¢ zmiennych objasniajacych.

Ponizej rozpatrzymy 2m + 1 procedur estymacji modelu KMRL-AS, w tym:
— m procedur | typu, o numerach 1, 2, ..., m;
— m procedur Il typu, o numerachm+1, m+2, ..., 2m;
— jedna procedure Il typu 0 numerze 2m + 1.
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W powyzszych procedurach najpierw szacuje sic MNK parametry MP. Potem
wykorzystuje si¢ odpowiednie wzory wynikajace z teorii estymacji funkcji parame-
trow klasycznych modeli regresji liniowej.

Niech X bedzie macierza obserwacji na zmiennych objasniajacych MP w r-tej
procedurze. Macierz ta ma wymiary (m + k) x n. Pierwszych m kolumn dotyczy
zmiennych powstatych przez eliminacje z (2) jednej ze wspo6tliniowych zmiennych
objasniajacych lub jednego z efektdw sezonowych. Pozostate k kolumny w X
zawieraja kolejno obserwacje na zmiennych xy, X, ..., X, 0 ktérych mowa w modelu
(2). W dalszych rozwazaniach przyjmiemy dodatkowo nastepujace zatozenie:

X1t Xou, -+, Xt (t =1, 2, ..., n) sg takie, ze macierz X obserwacji na zmiennych
objasniajacych MP w r-tej procedurze, gdzie re {1, 2, ..., 2m + 1}, ma rzad
rowny m + k.

Oznaczmy przez & i n(") wektory parametréw strukturalnych odpowiednio KMR-
L-AS i MP w r-tej procedurze. Niech C(") bedzie macierza taka, ze & = CD (. Przyj-
mijmy, ze symbole &) i 62 oznaczaja dla r-tej procedury odpowiednio estymator
MNK wektora (") i wariancje resztowa MP. Estymator wektora 8, uzyskany przy
uzyciu r-tej procedury, oznaczany ponizej 5", oraz estymator macierzy wariancji
i kowariancji 8 sa réwne odpowiednio:

-1

50 —cz0) Var(3") - &fc“)(x(')T X(r))

c,

Niech A7, 7 70, ..., 70, g0 g0 . BY gdziere {1,2, ..., 2m + 1}, sa
estymatorami odpowiednio parametrow S, v1, Y2, -« Ym» B1s B1, -+ P W KMRL-AS,
uzyskanymi przy uzyciu r-tej procedury. Oznaczmy przez |, zbior zdefiniowany naste-

pujaco:
l,={2,...,m}—{r} gdy ref{l,2,.,m};
I, ={2,...mj—{r—-m} gdy re{m+im+2,..,2m}.
Procedury | typu
MP stosowane w procedurach | typu powstaja w wyniku wyeliminowania

z KMRL-AS jednego z parametrow efektéw sezonowych przy uzyciu (3). W r-tej
procedurze | typu, gdzie r e {1, 2, ..., m}, wykorzystuje si¢ nastepujacy MP:

k
yt=ﬁ0+2yiSRi(;>+Zﬂj X, +u, (=12, ...,n), (9)
=1

iel, j
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gdzie:

1 gdy t dotyczy i-tego okresu sezonowego (i€ I),
SR =Q,-Q,=4-1 gdy t dotyczy r-tego okresu sezonowego, (10)
0  w pozostatych przypadkach.

Model (9) mozna otrzyma¢ z KMRL-AS podstawiajac za y, w (2) wyrazenie
_Ziel,%’ uzyskane z (3). Jako estymatory parametrow strukturalnych KMRL-AS
w r-tej procedurze | typu przyjmuje sie:

BB 70 Ge1) BB (212000, FO--YA0. @
iel,

gdzie A, 70 (iel,), A" (=1, 2, ..., k) oznaczaja estymatory MNK parametrow

Boviiel), B (1=1,2, ..., k) modelu (9).

Procedury 11 typu

MP wykorzystywane w procedurach Il typu otrzymuje si¢ przez wyelimino-
wanie z KMRL-AS jednej ze zmiennych zero-jedynkowych zdefiniowanych
w (1). Posta¢ MP wykorzystywanego w procedurze Il typu o numerze r-tym, gdzie
re{m+1 m+2 ..., 2m}, jest nastepujaca:

[

Yo=a,+ > aQu+ Y B X, +u,  (t=12, ...,n), (12)

iel, i

przy czym ao = po + v, i= yi—yr (i€ Iy).
Model (12) mozna uzyska¢ z KMRL-AS przez zastapienie Q. W (2) przez wyra-
zenie1- " Q,, otrzymane z (8). Przyjmijmy, ze &, a” (ie 1,), BV (=1,2, ..., k)
oznaczajéfléstymatory MNK odpowiednio parametrow g, ;i (ie 1) i (=1,2, ..., k)

modelu (12). Estymatory parametrow strukturalnych KMRL-AS w r-tej procedurze Il
typu mozna przedstawi¢ wdowczas nastepujaco:

,Eo(r) = 5‘0 + m_lz&i(r) ' 77r(r) = _m_lz&i(r) ) 77i(r) = OA‘i _m_lzéi(r) (i < Ir)'
iel iel iel
' ' ' (13)

~

U= (j=12,..k).
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Wyrazenie » Q. w (12) bywa zastgpowane przez wyrazenie » «;SC,,
iel, icl,

gdzie SC;; sg wartosciami tzw. scentrowanych zmiennych sezonowych, zdefiniowa-
nymi nastepujaco: SC;; = Q;; — m™! (i el,). Transformacja ta nie zmienia wartosci
odchylen zmiennych objasniajagcych w modelu (12) od ich wartosci srednich,
co na mocy teorii estymacji klasycznych modeli regresji liniowej (patrz np. Goldber-
ger, 1972 s. 239-241) oznacza, ze zamiana Q; na SC;; w (12) nie ma zadnego
wplywu na wartosci estymatoréw MNK parametrow «; (i 1,) iﬁJ (j =12 ...,k

modelu (12), a tym samym roéwniez wartosci estymatorow ;/, (| .., m)
i ,BJ. (i=1,2,...,k), okreslonych w (13). Powyzsza transformacja pOWOdee Jedynie
zmniejszenie oceny wyrazu wolnego w (12) o wartosé¢ m‘lz&i(r), w wyniku czego

oceny wyrazow wolnych w modelach (12) i (2) sg sobie rév{/erlfe.

Procedura Il typu
W procedurze 111 typu (o numerze r = 2m + 1) wykorzystywany jest nastepujacy MP:

m Kk
Vo= 2 uQu+ Y B X +u  (t=12, ...,n), (14)

i=1 j=1
gdzie u;= By +yi (i = ., m). Model (14) mozna otrzyma¢ z KMRL-AS zastepu-
jac zmienna przy fo w (2) ktora jest tOZsam0s0|owo rowna jednosci, przez wyrazenie
stojace po lewej stronie (8). Oznaczmy przez y, (| ., m), ﬂj (G=12,...,K
estymatory MNK' odpowiednio parametrow u; (i=1, 2, ..., m), 8 =1, 2, ..., k)

modelu (14). Estymatory parametrow strukturalnych KMRL-AS W procedurze Il
typu sa zdefiniowane nastgpujaco:

DS 7 = SR (=12 ), =B (112K (19

4. ZALOZENIA ROZWAZANEGO KLASYCZNEGO MODELU REGRESJI LINIOWE]
ZAWIERAJACEGO SKEADOWE HARMONICZNE

Niech m* =m/2 i w; = 2zi/m. Przyjmijmy, ze ksztaltowanie si¢ y; opisuje naste-
pujacy klasyczny model regresji liniowej ze sktadowymi harmonicznymi (nazywany
ponizej skrotowo KMRL-HS):

m*-1

,80+Za1, cos,t + Zaz,sma)HZﬁ X, +u, (t=12, ...,n; n>m+k), (16)
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gdzie: Bo, A1y vy At A2ty -evy Aty P1s ---» Px — Ni€zZNane parametry strukturalne,
Uy, Uy, ..., U, — sktadniki losowe spetniajagce zatozenia (4).

h
matory MNK odpowiednio parametrow S, a1, -.., Qim* Q21 -y Cam*—1, P1v -+ Pk
modelu (16). Jako estymatory efektow sezonowych dla kolejnych okreséw sezono-
wych przyjmuje sie:

Przyjmijmy, ze 8", &M, ... &M, a™, ..., al. . B, ..., B oznaczaja esty-

m* m*-1
PN =>alcosat; + > alsinot] (j=12,...m). (17)
i=1 i=1

gdzie t; jest minimalng wartoscia zmiennej t dla j-tych okreséw sezonowych.
W szczegblnym przypadku, gdy y; dotyczy pierwszego okresu sezonowego, otrzy-
mujemy t; = j.

5. ZALEZNOSCI MIEDZY ESTYMATORAMI MNK PARAMETROW MODELI NALEZACYCH
DO ZBIORU UTWORZONEGO PRZEZ WSZYSTKIE MP ORAZ KMRL-HS

Przypiszmy numery 1, 2, ..., 2m + 1 odpowiednio modelom MP wykorzystywa-
nym w przedstawionych powyzej procedurach 1, 2, ..., 2m + 1 estymacji parametrow
KMRL-AS. Niech ponadto KMRL-HS ma numer h-ty, gdzie h ¢ {1, 2, ..., 2m + 1}.
Przyjmijmy, ze

M={1,2, ..., 2m+1, h}. (18)

Ponizej wykazemy, ze na podstawie ocen MNK parametréw r-tego modelu,
r e M, mozna w prosty sposob znalez¢ oceny MNK parametréw dowolnego s-tego
modelu, s#ris e M.

Podzielmy macierz obserwacji na zmiennych objasniajacych w r-tym modelu,

r e M, na bloki w sposob nastepujacy: X" = [ng) XJ, gdzie X!7 i X sa macie-
rzami obejmujacymi odpowiednio m pierwszych i k ostatnich kolumn macierzy X®.
Niech Z( oznacza macierz o wymiarach m x m, utworzona z m pierwszych wier-
szy macierzy X(. Z definicji m pierwszych zmiennych objasniajacych w modelach
pomocniczych (9), (12), (12) i (16) wynika, ze:

— rzad macierzy ZW dlar e {1, 2, ..., 2m + 1} jest rbwny m;

— wiersze o numerach i, i + m, i +2m, ... w macierzy Xi') Sg sobie rowne.
Wykorzystujac powyzsze stwierdzamy, ze dla kazdej pary r i s takiej, ze r=s
i r,s € M, istnieje nieosobliwa macierz o wymiarach m x m, oznaczana ponizej A,
dla ktdrej zachodzi nastgpujaca zaleznosc:

X = XA, , przy czym A, =(z20)"z®. (19)
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Z (19) wynika, ze:

AlL=A,,. (20)
Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Przyjmijmy, ze a, gdzie r € M, jest estymatorem MNK wektora
parametrow strukturalnych r-tego modelu. Podzielmy wektor #" na bloki w sposob
nastepujacy: ft(r)z[(ftir))T j(&g'))TT, gdzie wektory #\”, &\ maja odpowiednio
wymiary m x 1 i k x 1. Niech 4" i 6] oznaczaja odpowiednio t-ta reszte i wariancje
resztowa r-tego modelu. Przyjmijmy, ze ilr jest nieobcigzonym estymatorem macie-
rzy wariancji i kowariancji &, zdefiniowanym nastepujaco: £,, =2(X"X ),
Niech ponadto A, jest macierza okreslong w (19)-(20). Wowczas dla kazdych r i s,
takich, ze r #s i r,s € M, mamy:

a) Y =A_ al; (21)
b) 7 =#l"; (22)
c) 4" =a® (t=1, 2, ...,n); (23)
d) 62 =62; (24)
e) X, =A, T AT . (25)

Dowdd: Macierz X©) obserwacji na zmiennych objasniajacych w r-tym modelu
mozna uzyskaé mnozac prawostronnie m pierwszych kolumn macierzy X® przez
macierz A, okreslona w (19). Wykorzystujac twierdzenie dotyczace konsekwencji
przeksztatcenia polegajacego na prawostronnym pomnozeniu czesci kolumn macierzy
obserwacji na zmiennych objasniajacych przez macierz nieosobliwa o znanych ele-
mentach (patrz Westa, 2004, s. 167-168), stwierdzamy prawdziwos¢ (21)-(25). To
konczy dowdd. =

Z twierdzenia 1 wynika, ze w przypadku KMRL-HS i wszystkich MP estymatory
MNK wektora parametréw strukturalnych przy ostatnich k zmiennych objasniajacych
sa algebraicznie rdwnowazne. Zgodnie z (21), (25) i (19)-(20), dla okreslenia zalez-
nosci miedzy estymatorami MNK wektora m pierwszych parametrow strukturalnych
(migdzy estymatorami macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK wektora
m pierwszych parametrow strukturalnych) w modelu r-tym i s-tym, gdzie r=s
i 1,5 € M, wystarcza znajomosé macierzy A, =(z®)*z", przy czym z® i z® sg
macierzami utworzonymi z m pierwszych wierszy odpowiednio macierzy X® i X0,
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Macierz A, wykorzystywana w twierdzeniu 1, ma prosta strukture dla wszystkich
MP. Ponizej podamy przyktady postaci tej macierzy. Niech W oznacza nastepujaca
macierz o wymiarach (m + 1) x (m + 1):

1 m m m
0 1-m™ -m*  -m™
w=: : (26)
0 -m* .. 1-m* -m*
0 -m* . —-m* 1-m*

Oznaczmy przez Ws, (przez lg,) macierz powstata przez usuniecie s-tego wiersza
i r-tej kolumny z macierzy W (z macierzy jednostkowej stopnia (m + 1)-tego). Przyj-
mijmy, ze p i g sa m-elementowymi nastepujacymi wektorami:

p=[0 -1 -1 -+ -1 i g=fL -1 -1 . -], (27)

Wowczas:

w przypadku MP wykorzystywanych w procedurach pierwszego typu, czyli
gdy r,s € {1, 2, ..., m}, macierz A, jest rwna macierzy powstatej przez (28)
zastapienie (r + 1)-tego wiersza w macierzy lg,q 11 przez wektor p;

— w przypadku MP wykorzystywanych w procedurach drugiego typu, czyli
gdyr,se{m+1,m+2, ..., 2m}, macierz A, jest rowna macierzy powsta- (29)
tej przez zastapienie (r + 1)-tej kolumny w macierzy ls g r_m+1 przez wek-
tor p';

- gdyse{l, 2, .. myire{m+1,m+2 ..., 2m} to Asr = W1 r_me1; (30)

- gdyse{l, 2, ... mpir=2m+1,to Ay = Wy, (31)

- gdyse{m+1 m+2 .., 2m}ir=2m+1, to macierz A, jest rowna
macierzy powstatej przez zastagpienie (s— m)-tej kolumny w macierzy (32)
ls_m+11 Przez wektor q.

6. ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC ESTYMATOROW PARAMETROW KMRL-AS
W PROCEDURACH TYPU I-11I

Udowodnimy nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. Oznaczmy przez & wektor parametrow strukturalnych KMRL-AS.
Przyjmijmy 8", Ze jest estymatorem wektora & w r-tej procedurze. Wéwczas dla

kazdej pary ri s takiej, ze r=sir,s € {1, 2, ..., 2m + 1}, zachodzi:

8 =35, (33)
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Dowdd: Podzielmy wektor 3 na bloki w sposéb nastepujacy: 8" = [(51“))T (gé’))T]r,
gazie 3" =[50 70 70 FOT IR0 <[A0 B o BT Przyimumy,
ze 7", 7" sa estymatorami MNK parametrow strukturalnych MP w r-tej pro-
cedurze, okreslonymi w twierdzeniu 1. Oznaczmy przez CY) macierz powstatg
z macierzy jednostkowej stopnia (m + 1)-tego przez usuniecie (r + 1)-tej kolumny
i zastgpienie(r + 1)-tego wiersza przez wektor p, zdefiniowany w (27). Niech C(;)
(niech Cy) jest macierza powstata z macierzy W, okreslonej w (26), przez usuniecie
(r —m + 1)-tej kolumny (przez usuniecie pierwszej kolumny). Wéwczas zaleznosci
(11), (13) i (15) mozna przedstawi¢ odpowiednio w nastgpujacej postaci macierzowej:

8 =cal) i 8 =a" dla ref,2,..,m} (34)
87 =chal i §V=a"dla rem+im+2,.,2m} (35)
51(2m+1) _ C3&§2m+1) i g§2m+1) _ ﬁngTl-%—l). (36)

Po uwzglednieniu (31) i (32) nietrudno wykazaé, ze:

clA C, dla refl2,..m}, (37)

r2m+l =

CYA,,,..=C, dla refm+lLm+2,..,2m}. (38)

Po podstawieniu w (34) i (35) za &5” odpowiedniego wyrazenia z (21) oraz uwzgled-
nieniu (22), (37) i (38) otrzymujemy:

8 =58 dla res i rsefl2,..,2m+1}, (39)

8 =CVA,, AP =CaP™)  dla refl2,..,m}, (40)

8 =CVA,,, A2 =C.a%™  dla refm+im+2,..2m}.  (41)

Z (39)-(41) wynika prawdziwos¢ (33), co konczy dowdd. [

Zgodnie z twierdzeniem 2, estymatory wektora & parametrow strukturalnych KMRL-
-AS, uzyskane przy uzyciu procedur typu I, 1l lub 111 s3 algebraicznie rownowazne.
Ponizej symbol & oznacza¢ bedzie estymator wektora & parametrow strukturalnych
KMRL-AS, uzyskany przy uzyciu dowolnej z procedur typu I, Il lub Ill, tzn.

5=5" dlarefl,2,..,2m+1}, (42)
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Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3. Przyjmijmy, ze U, i &° s3 odpowiednio t-ta reszta i wariancjg resz-
towa KMRL-AS, okreslonymi nastepujaco:

0=y, -xd, &= (n—m—k)‘lzn:(yi —xtg)z, (43)

t=1
gdzie x; oznacza t-ty wiersz macierzy obserwacji na zmiennych objasniajacych
w KMRL-AS.
Niech Gf*) i 67 oznaczaja odpowiednio t-ta reszte i wariancje resztowa w MP wyko-
rzystywanym w r-tej procedurze. Wowczas dlar € {1, 2, ...,2m+1}it=1,2, ...,n
zachodzi:

0 =0" i & =62 (44)
Dowdd: Na mocy twierdzenia 2 dla kazdej pary r i s takiej, ze r=s
irse{l,2 ....,2m+1}mamy 6" =a" (t=1,2, ...,n) i 67 =52. Dla przeprowa-
dzenia dowodu wystarczy wiec wykazaé, ze 0, i &> sa rdwne odpowiednio t-tej resz-
cie i wariancji resztowej MP w dowolnej z procedur, na przyktad w procedurze m-tej.
Niech x{™ jest t-tym wierszem macierzy obserwacji na zmiennych objasniajacych
w MP w m-tej procedurze. Z definicji T, i 0\" wynika, ze zaleznosé (44) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy th = Xfm)fr(m), co ze wzgledu na (42) jest rownowazne

X 5 = (M), (45)

Dokonujac podziatu wektora 3™ na bloki w sposob okreslony w dowodzie twierdze-
nia 2, mozna (45) zapisa¢ rownowaznie w postaci:

X8 =xia X8 = XAl (46)

gdzie Xy = [1 Qu Qu - th], Xg;n) :[1 SRl(tm) SR;T) SR((rrnn—)l)t] oraz. X
i X" sq wektorami obejmujacymi k ostatnich elementéw odpowiednio wektorow
X i x™.

Z (1), (9) oraz (34) wynika, ze x,, =x™ i 3\ =a{" co oznacza prawdziwoé¢ dru-
giej rownosci w (46). Zastepujac 51(”‘) w (46) przez odpowiednie wyrazenie z (34),
otrzymujemy: x,CMa{™ = xMz™  Wykorzystujac nastepnie to, ze x,C™ =x,
stwierdzamy prawdziwos¢ (46), a tym samym réwniez prawdziwos¢ (44). [

Zgodnie z twierdzeniem 3 wariancja resztowa i reszty KMRL-AS, okreslone
w (43), sg identyczne odpowiednio z wariancjg resztowa i resztami MP w procedu-
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rach typu I, 11 i I1l. Mozna wiec w procesie weryfikacji zastapi¢ reszty i wariancje
resztowg wykorzystywanego MP, okreslonego przez (9), (12) i (14), odpowiednio
przez reszty i wariancja resztowa KMRL-AS. Fakt ten jest istotny w przypadku esty-
macji KMRL-AS bez posrednictwa MP (patrz Westa, 2013).

7. ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC ESTYMATOROW EFEKTOW SEZONOWYCH
W PRZYPADKU KMRL-AS | KMRL-HS

Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Oznaczmy przez 51=[ﬁ0 oV, ;7m]T wektor estymatoréw
pierwszych m + 1 parametrow strukturalnych KMRL-AS, uzyskany przy uzyciu
dowolnej z procedur typu I-I1I. Przyjmijmy, ze 51(“):[,35“) AL ?nﬁh)]T,
M@i=1,2, .. m)

przy czym ,3(5“) jest estymatorem MNK parametru 5, modelu (16) i 7,
jest estymatorem (17) i-tego efektu sezonowego, uzyskanym przy uzyciu KMRL-HS.

Wodéwczas zachodzi:

3, =o". (47)

Dowdd: Podzielmy wektor 51(“) na bloki odpowiednio w sposéb nastepujacy:
gfh)z[ﬁéh) i (?(“))T]r,gdzie 7" =[7" 7 .. 7] Niech obserwacjay; dotyczy
v-tego okresu sezonowego. Przyjmijmy, ze 7" =7 70 .. F0 Z0 L Z0)]
Nietrudno zauwazyé, ze 7" = ZCm 950 stad 7 = (2C™D ) 5 Wykorzystujac
(17) stwierdzamy, ze 7" = {z" _[i | 0]}a!", gdzie i=[1 1 - 1]. Po uwzgled-

nieniu powyzszego oraz zaleznosci (21) i (19)-(20), mozna przedstawic¢ 51(“) W postaci:

- 3(h)
gdzie:
[1 0 - 0] Vo o) g 7 (@m)
R () R s R T ) Ay P

przy czym g jest pierwszym wierszem macierzy (Z™)™.
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Z definicji zmiennych objasniajacych w modelu (16) wynika, ze kolumny macie-
rzy ZM sy ortogonalne. Macierz (ZM)™ mozna wiec otrzymaé dzielac elementy
kazdej kolumny ZM przez diugosé tej kolumny i nastepnie dokonujac transpozycji
macierzy. Pierwsza kolumna macierzy ZM jest réwna wektorowi i. Stad g = (1/m)i.
Macierz Z@m+1) jest macierza ortogonalna, co oznacza, ze (Z@m+D)™ = (z@m+D)T,
Wykorzystujac to, ze kolumny Z(@m+1) s3 pewna permutacja kolumn macierzy jed-
nostkowej stopnia m-tego, otrzymujemy gZ@m+1) =g i (z@m+1)Tgz@m+1) = g, Stad
(49) mozna zapisa¢ w postaci: CM = C;, co ze wzgledu na (48), (36) i (42) implikuje
prawdziwosé (47). To konczy dowdd. [

8. ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC PREDYKTOROW WARTOSCI ZMIENNE]
OBJASNIANEJ KMRL-AS | KMRL-HS

Niech T bedzie okresem takim, ze T > n. Przyjmijmy, ze w tym okresie spetnione
sg zatozenia KMRL-AS i KMRL-HS tzn.

m k
yT:ﬁo+Z7iQiT+Zﬁj Xjp +Ur, (50)
) =t
m* m*-1 K
Yr =D 0y cosoT + Y aysinoT + ). B X +U; (51)
=) =) =

przy czym
E(UT)=0, E(uTz)zazi E(utuT)=0, dla kazdego te{1,2,...,n}. (52)

Z (50) wynika, ze w okresie T spetnione sa réwniez zatozenia modeli pomocniczych
(9), (12), (14), tzn.

k

Vo =B+ D 7SRY +D B X +Up,  refl2,.,m}, (53)
iel j=1
k
Vr =a,+ 2 aQr + Y B Xjr +Up, rem+im+2,..2mj, (54)
iel j=1
m k
Yr = Z/uiQiT +Z:Bj Xir +Ur. (55)
i-1 -1

Przyjmijmy, ze Xt i x&') sa wektorami wartosci zmiennych objasniajacych w okre-
sie T odpowiednio w KMRL-AS i r-tym modelu, gdzie r € M, przy czym M okre-
slony w (18). Niech §\") oznacza najlepszy liniowy nieobciazony predyktor wartosci
zmiennej objasnianej w r-tym modelu. Stosujac teorie prognozowania na podstawie
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klasycznych jednoréwnaniowych modeli regresji (patrz np. Theil, 1979 s. 140-146),
stwierdzamy, ze gdy zachodzi (50)-(52), a tym samym (53), (54) i (55), to:

g =xWz0 dla reM, (56)

gdzie 7" jest estymatorem MNK wektora parametrow strukturalnych w r-tym modelu.

Przy obliczaniu prognoz wartosci zmiennej objasnianej w KMRL-AS wykorzy-
stuje sie predyktory (56) dlar € {1, 2, ..., 2m + 1}. W niniejszym artykule proponuje
si¢ predyktor zdefiniowany nastepujaco:

Ve =%, (57)

gdzie 5 jest okreslonym w (42) estymatorem wektora & parametrow strukturalnych
KMRL-AS, uzyskanym w dowolnej z procedur typu I-111.

Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5. Zat6zmy, ze w okresie T, gdzie T > n, spelnione sg zatozenia (50)-(52).
Niech ¥, i 9! dla r e M sa predyktorami zdefiniowanymi odpowiednio w (57)
i (56). Wowczas:

= G = e G g0 - (58)

Dow6d: Podzielmy wektor x\” na bloki w sposob nastepujacy: x\ =[x i x(7]
gdzie xg) i ng obejmuja odpowiednio m pierwszych i k ostatnich elementéw wektora
x\". Z (53)-(55) wynika, ze:

xP=xWA i xP=x{) da rzsi rseM, (59)

gdzie A, jest nieosobliwag macierza okreslonag w (19). Zgodnie z (56) dla dowolnego
se{l,2, ..., 2m+ 1} takiego, ze s = r, mamy ¥ =x9z®). Po podstawieniu za x!*
i ) odpowiednich wyrazen z (59) oraz (21) i wykorzystaniu nastepnie (20) otrzy-
mujemy:

l ~

<y r S A_n(r) r -1 2(r ~\r r)a\r o\r
| e LU
2

Oznacza to, ze dla udowodnienia twierdzenia wystarczy wykazaé, ze prawa strona
(57) jest réwna prawej stronie (56) dla dowolnie wybranego r. Dla r = m otrzymu-
jemy:
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X, =xma™ (60)

Prawdziwos¢ (60) wykazujemy analogicznie jak prawdziwosé (45), zastepujac
w wywodach x, i x™ odpowiednio przez x; i x\™. To konczy dowdd. .

Zgodnie z twierdzeniem 5, najlepsze liniowe nieobcigzone predyktory zmiennej
objasnianej KMRL-AS i KMRL-HS, tj. predyktory o postaci podanej w (56), i pre-
dyktor zmiennej objasnianej KMRL-AS, zaproponowany w (57), sa algebraicznie
réwnowazne.
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ALGEBRAICZNA ROWNOWAZNOSC PEWNYCH ESTYMATOROW MNK
ORAZ PREDYKTOROW W PRZYPADKU KLASYCZNYCH MODELI REGRESJI LINIOWE]
UWZGLEDNIAJACYCH ADDYTYWNE, STALE EFEKTY SEZONOWE

Streszczenie
W artykule wykazano, ze pewne estymatory MNK (pewne predyktory) stosowane w przypadku
klasycznego modelu regresji liniowej, uwzgledniajacego addytywne state efekty sezonowe, sa algebra-
icznie réwnowazne.

Stowa kluczowe: sezonowos¢ deterministyczna, klasyczna regresja liniowa, prognozowanie
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THE ALGEBRAIC EQUIVALENCY OF SOME OLS ESTIMATORS AND PREDICTORS
IN THE CLASSICAL LINEAR REGRESSION MODEL WITH ADDITIVE CONSTANT
SEASONAL EFFECTS

Abstract

In the paper, it was proved that some OLS estimators (some predictors) in the classical linear
regression model with additive constant seasonal effects are algebraically equivalent.

Keywords: deterministic seasonality, classical linear regression, prediction



