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— PODEJSCIE ALTERNATYWNE3 4

1. WPROWADZENIE

Pod pojeciem instrumentu finansowego rozumiemy uprawnienie do przyszlego
przychodu finansowego wymagalnego w $cisle okreslonym terminie wymagalnosci.
Wartos¢ tego przychodu interpretujemy, jako antycypowana wartos¢ przyszta (w skro-
cie FV) tego instrumentu. Zgodnie z tezg o niepewnosci (Mises, 1962; Kaplan, Barish,
1967), kazdy przyszly nieznany nam stan rzeczy jest niepewny. Niepewno$¢ w uje-
ciu Misesa i Kaplana jest skutkiem braku naszej wiedzy o przyszlym stanie rzeczy.
W rozpatrywanym przypadku, mozna jednak okresli¢ ten przyszly moment czasu,
w ktorym rozpatrywany stan rzeczy bedzie juz nam znany. Ten rodzaj niepewnosci
Misesa-Kaplana nazywamy w skrocie niepewnos$cia. Jest to warunek wystarczajacy
na to, aby modelem niepewnosci byto prawdopodobienstwo (za Kolmogorow, 1933,
1956; Mises, 1957; Lambalgen, 1996; Sadowski, 1976, 1980; Czerwinski, 1960, 1969;
Caplan, 2001). Z tego powodu niepewno$¢ nazywamy tez niepewnoscig kwantyfiko-
walng. Réwnoczesnie warto tutaj zauwazy¢, ze FV nie jest obcigzona niepewnoscia
Knighta (1921). Wszystko to prowadzi do stwierdzenia, ze FV jest zmienng losowa.

Punktem odniesienia do oceny instrumentu finansowego jest jego wartos¢ biezaca
(w skrécie PV), zdefiniowana, jako terazniejszy ekwiwalent platnosci dostgpnej w usta-
lonym momencie czasu. Powszechnie jest juz akceptowany poglad, ze PV przyszlych
przeptywow finansowych moze by¢ wartoscig przyblizong. Naturalng konsekwencja
takiego podejscia jest ocena PV za pomocg liczb rozmytych. Odzwierciedleniem tych
pogladow byto zdefiniowanie rozmytej PV, jako zdyskontowanej rozmytej prognozy
warto$ci przyszlego przeptywu finansowego (Ward, 1985). Koncepcja zastosowania
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liczb rozmytych w arytmetyce finansowej wywodzi si¢ od Buckleya (1987). Definicja
Warda jest uogoélniona w (Greenhut i inni, 1995) do przypadku nieprecyzyjnie osza-
cowanego odroczenia. Sheen (2005) rozwija definicje Warda do przypadku rozmytej
stopy nominalnej. Buckley (1987), Gutierrez (1989), Kuchta (2000) i Lesage (2001)
dyskutujag problemy zwigzane z zastosowaniem rozmytej arytmetyki do wyznaczania
rozmytej PV. Huang (2007) rozwija definicj¢ Warda do przypadku, kiedy przyszty
przeptyw finansowy jest dany, jako rozmyta zmienna losowa. Bardziej og6lna definicja
rozmytej PV jest proponowana przez Tsao (2005) zaktadajacego, ze przyszty przeplyw
finansowy jest okreslony, jako rozmyty zbidr probabilistyczny. Wszyscy ci autorzy
przedstawiaja PV, jako dyskonto nieprecyzyjnie oszacowanej warto$¢ przyszlego prze-
ptywu finansowego. Odmienne podejscie zostato zaprezentowane w Piasecki (2011a,
2011c, 2014b), gdzie rozmyta PV oceniono na podstawie biezacej ceny rynkowe;j
instrumentu finansowego.

Podstawowym narzedziem oceny korzysci ptynacych z posiadania instrumentu
finansowego jest stopa zwrotu zdefiniowana, jako malejaca funkcja PV i rownocze$nie
rosngca funkcja FV.

W Piasecki (2011c¢) pokazano, ze jesli PV jest rozmyta liczba rzeczywista, to wtedy
stopa zwrotu jest rozmytym zbiorem probabilistycznym (Hiroto, 1981). W Siwek
(2015) przedstawiono przypadek prostej stopy zwrotu, gdzie PV jest rozmyta liczba
trojkatna, natomiast FV jest zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdopodobien-
stwa. W ten sposob, jako punkt wyjscia wybrano zatozenie o normalnym rozktadzie
prostej stopy zwrotu, przyjete w klasycznej pracy Markowitz’a (1952). Za opisaniem
PV za pomoca trojkatnej liczby rozmytej przemawiaja natomiast wyniki dyskusji prze-
prowadzonej w Buckley (1987), Gutierrez (1989), Kuchta (2000) i Lesage (2001).
Narzedziem stosowanym do oceny korzysci z posiadania instrumentu finansowego
byta rozmyta oczekiwana stopa zwrotu.

Z posiadaniem instrumentu finansowego jest tez zwigzane ryzyko utraty posia-
danego bogactwa. W Siwek (2015) do oceny ryzyka zastosowano przedstawiony
w Piasecki (2011c) trojwymiarowy obraz ryzyka.

Poprzez portfel finansowy rozumiemy dowolny, skonczenie elementowy zbior
instrumentow finansowych. Kazdy portfel finansowy jest instrumentem finansowym
1 w zwiazku z tym jest oceniany w ten sam sposob, co jego sktadniki. W Markowitz
(1952) przedstawiono przypadek prostej stopy zwrotu, gdzie PV jest dodatnig liczba
rzeczywistg, natomiast FV jest zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdopo-
dobienstwa. Droga dedukcji matematycznej wykazano tam mig¢dzy innymi, Ze stopa
zwrotu z portfela jest §rednig arytmetyczng stop zwrotu z jego poszczegdlnych sktad-
nikdw wazong za pomoca udziatow tych sktadnikow w portfelu.

Praca Markowitza (1952) stanowita i stanowi punkt wyjscia do dalszego rozwoju
teorii portfelowej. Na rozwoj tej teorii miata wptyw miedzy innymi teoria zbiorow
rozmytych zainicjowana w Zadeh (1965). Teoretycy i praktycy finanséw dostrzegali
problem nieprecyzyjnosci oceny stop zwrotu oraz problem nieprecyzyjnosci nakta-
danych ograniczen. Zaowocowalo to powstaniem wielu rozmytych modeli portfela
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instrumentow finansowych. Kompetentnym zrédlem informacji o tych modelach sa
monografie Fang i inni (2008) i Gupta i inni (2014). Badania nad przedstawionymi
modelami sg nadal kontynuowane, czego dowodem moga by¢ wyniki przedstawione
w przyktadowych pracach: Huang (2007b), Duan, Stahlecker (2011), Li, Jin (2011),
Wu, Liu (2012), Liu, Zhang (2013), Zhang i inni (2013), Mehlawat (2016), Guo i inni
(2016), Saborido i inni (2016)°.

Jedna ze wspolnych cech faczacych wszystkie wymienione powyzej prace jest sto-
sowanie funkcji przynalezno$ci zbiorow rozmytych, jako substytutu rozktadu praw-
dopodobienstwa. Oznacza to, ze losowos¢ jest w tych modelach zastgpowana przez
nieprecyzyjno$¢. Taki paradygmat badawczy zostat sformutowany w pracy Kosko
(1990).

Prace Piasecki (2011a, 2011b, 2011c), Siwek (2015) i prezentowana praca nie
mieszczg sie¢ w tym nurcie badawczym, gdyz w opisanych tam modelach funkcja
przynaleznosci nie zastgpuje rozktadu prawdopodobienstwa, ale jedynie wchodzi z tym
rozktadem w interakcje. To rozszerzenie modelu w istotny spos6b wzbogaca mozliwo-
$ci rzetelnego opisu stopy zwrotu. Pomimo uwzglednienia nieprecyzji w oszacowaniu
stopy zwrotu, w zaproponowanym rozmytym modelu mozna wykorzysta¢ bez zmian
calg bogatg empiryczng wiedz¢ zebrang na temat rozkltadéw prawdopodobienstwa
stop zwrotu. Jest to wysoce korzystna cecha zaproponowanego modelu, gdyz przy-
bliza mozliwo$¢ jego realnych zastosowan. Losowos¢ jest w tych modelach wcho-
dzi w interakcj¢ z nieprecyzyjnoscia. Podejscie takie jest zgodne z paradygmatem
badawczym sformutowanym w pracy Hiroto (1981). W chwili obecnej rozwijane sa
badania wedlug obu wymienionych powyzej paradygmatow. Modeli uwzgledniaja-
cych interakcje losowos$ci z nieprecyzyjnoscia jest niestety mniej. Najprawdopodobniej
wynika to z faktu wyzszej ztozono$ci matematycznej tych modeli. Na niwie finanséw
skwantyfikowanych do tego nurtu badawczego mozemy zaliczy¢ prace wymienione
juz w tym akapicie prace oraz Tsao (2005), Huang (2007a), z czego do analizy port-
felowej odnosi si¢ jedynie praca Siwek (2015).

Istotnym mankamentem wszystkich cytowanych prac z wytaczeniem Siwek (2015)
z zakresu rozmytej teorii portfelowej jest zdefiniowanie ex cathedra rozmytej stopy
zwrotu z portfela, jako funkcjonatu liniowego okreslonego nad wielowymiarowa prze-
strzenig stop zwrotu z poszczegolnych sktadnikow tego portfela. Jedynym uzasadnie-
niem takiego stanu rzeczy byto mechaniczne uogoélnienie modelu Markowitza (1952)
do przypadku rozmytego. Proponowane postacie funkcjonatu liniowego przypisujacego
stopom zwrotu ze sktadnikow portfela stope zwrotu z portfela nie byly uzasadniane
drogg dedukcji matematycznej. W istotny sposob ostabiato to wiarygodnos¢ przepro-
wadzanych obliczen.

Gléwnym celem pracy Siwek (2015) bylo porownanie oceny portfela dwusktad-
nikowego z ocenami jego sktadnikow. W wyniku tej analizy uzyskano bardzo skom-

> Dobér wymienionych tutaj artykutow autorzy zawdzigczaja sugestii jednego z recenzentow, za
co w tym miejscu mu dzigkuja.
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plikowane zalezno$ci. Skomplikowana posta¢ tych zalezno$ci uniemozliwiata dalsza
formalng analiz¢ wtasciwosci portfela. W tej sytuacji ograniczono si¢ do eksperymentu
numerycznego.

Celem prezentowanej pracy jest przedstawienie alternatywnego podejsécia do roz-
wigzania problemu opisanego w Siwek (2015). Do oceny korzyS$ci ptynacych z posia-
dania instrumentu finansowego zostanie tutaj zastosowany rozmyty oczekiwany czyn-
nik dyskonta. Wykorzystany tez zostanie to, ze kazda z trojkatnych liczb rozmytych
ma ograniczony nosnik. Dzigki temu tam stosowana miara unormowana bedzie mogta
by¢ zastgpiona przez miar¢ Khalili’ego (1979).

2. WYBRANE ELEMENTY TEORII LICZB ROZMYTYCH

Za pomocg symbolu F(R) oznaczamy rodzing wszystkich podzbiorow rozmy-
tych w prostej rzeczywistej R. Dubois, Prade (1979) definiuja liczbe rozmyta jako
taki podzbiér rozmyty L € F(R) o ograniczonym nosniku reprezentowany przez swa
funkcje przynaleznosci p;, € [0; 1]® spelniajgca warunki:

Jxer :uL(x) =1, (1)
Viynerd: ¥ <y <z = p (y) = min{u, (x), u (2)}- (2)

Operacje arytmetyczne na liczbach rozmytych zostaly zdefiniowane w (Dubois,
Prade, 1978). Zgodnie z zasada rozszerzenia Zadeha (1965) suma liczb rozmytych
K,L € F(R) reprezentowanych odpowiednio przez swe funkcje przynaleznosci
U, 1y, € [0; 1]® jest podzbiorem rozmytym:

G=K®L 3)
opisanym przez swa funkcje przynaleznosci pg € [0; 1]® dang za pomoca tozsamosci:

U (z) = sup{ug(x) A p(z —x): x € R}. 4)

W ten sam sposob, iloczyn liczby rzeczywistej y € RT i liczby rozmytej L € F(R)
reprezentowanej przez swg funkcje przynaleznosci y; € [0; 1]®R jest podzbiorem roz-
mytym:

H=yOL (5)

opisanym przez swg funkcjg przynaleznosci puy € [0; 1]® dang za pomoca tozsamosci:

V4

wu(2) = (;) (6)
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Ponadto, jesli y = 0, to wtedy iloczyn (5) jest rowny doktadnej liczbie zero. Klasa
rozmytych liczb rzeczywistych jest zamknigta ze wzgledu na operacje (3) i (5). Nasze
dalsze rozwazania ograniczymy do liczb rozmytych o ograniczonym nosniku.

Kazda z liczb rozmytych jest informacja o nieprecyzyjnym oszacowaniu roz-
wazanego parametru. Rozwazajac pojecie nieprecyzyjnosci, mozemy wyr6zni¢ nie-
jednoznaczno$¢ informacji oraz nicostros¢ informacji (Klir, 1993). Wieloznacznosé
informacji interpretujemy tutaj jako brak jednoznacznego wyro6znienia rekomendo-
wanego przyblizenia parametru. Nieostro$¢ informacji interpretujemy, jako brak jed-
noznacznego rozréznienia pomigdzy rekomendowanymi przyblizeniami parametru
a wartosciami wykluczonymi, jako przyblizenia tego parametru. Nasilanie si¢ niepre-
cyzyjnosci kazdej informacji obniza jej przydatnos¢. Stad powstaje problem oceny
nieprecyzyjnosci.

Wiasciwym narzedziem do pomiaru wieloznacznosci liczby rozmytej jest zapropo-
nowana przez de Luca, Terminiego (1979) miara energii. Wobec przyjecia zalozenia
0 ograniczonym nosniku liczby rozmytej, mozemy tutaj zrezygnowac ze stosowania
znormalizowanej miary sugerowanej w Piasecki (2011c). W naszych rozwazaniach
miar¢ energii d: F(R) —» R{ okre§limy za pomoca miary Khalili’ego (1979). Dla
dowolnej liczby rozmytej L € F(R) reprezentowanej przez swa funkcje przynaleznosci
u;, € [0; 1]® mamy tutaj:

d(L) = f uy (X)dx. %)

Wtlasciwym narzgdziem do pomiaru nieostrosci liczby rozmytej jest miara entropii
zaproponowana przez de Luca, Terminiego (1972). W naszych rozwazaniach miarg
energii e: F(R) - R} okreslimy zgodnie z sugestiami Kosko (1986). Dla dowolnej
liczby rozmytej L € F(R) mamy tutaj:

d(Ln L")

el) = d(LUL®)

®)
Ze wzgledu na dobre syntetyczne uzasadnienie oraz uniwersalizm powyzszej zalez-
nosci, zaproponowana przez Kosko miara entropii jest obecnie powszechnie stosowana.
Stosujac w tej pracy liczby rozmyte szczegdlng uwage poswiecimy rozmytym licz-
bom trojkatnym. Liczba rozmyta T (r, s, u) wyznaczona dla dowolnego niemalejacego
ciggu {r,s,u} © R za pomoca swej funkcji przynaleznosci u(: |r,s,u) € [0,1]® danej
za pomocg tozsamosci:

0 x <,
1
(x—1) r<x<s,
s—r
ulx|r,s,u) =< 1 X =s, 9)
1
“(x—u) s<x<u,
s—u

. 0 x>u,
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jest rozmyta liczbg trojkatng. Podstawowymi zaletami liczb trdjkatnych sg prostota
ich dodawania i mnozenia przez nieujemny skalar oraz prostota pomiaru nieprecy-
zyjnosci. Dla dowolnej pary rozmytych liczb trojkatnych T(ry, s1,u1) i T(1y, S5, uy)
oraz a,b € R mamy:

T@ary+b-r,as;+b-s,a-u; +b-uy) =

(10)
= (@O Ty, s1,u1) @ (b O T(rz,52,u2)),
1
d(T(T1v51:u1)) = E (ug — 1), (11)
1
e(T(rl,sl,ul)) =3 (12)

3. STOPA ZWROTU Z INSTRUMENTU FINANSOWEGO

Wszystkie rozwazania w tym i kolejnym rozdziale prowadzi¢ bedziemy dla usta-
lonego momentu t > 0. Rozwaza¢ bedziemy prostg stope zwrotu 7, zdefiniowang za
pomoca zalezno$ci:

Vt - VO

e (13)

rt=

gdzie:
— V, jest FV opisang za pomocg zmiennej losowej V,: Q = - R,
— Vy jest PV oszacowang w sposob doktadny lub przyblizony.

Za Markowitzem (1952) zaktadamy, ze prosta stopa zwrotu 7;: Q = - R wyzna-
czona za pomocg (13) dla PV réwnej cenie rynkowej C ma normalny rozktad prawdo-
podobienstwa N (7, ). Zmienna losowa FV jest okre$lona wtedy za pomocg zaleznoSci:

Vi(w) =C-(1+#(w)). (14)

W tym artykule zaktadamy dodatkowo, Ze PV jest oszacowana za pomoca rozmytej
liczby trojkatnej T(a, C, b) opisanej za pomocg (9) przez swa funkcje przynaleznosci
u(- |a, C, b) € [0,1]R.

Ograniczenie to pierwotnie zostato zaproponowane przez Kuchte (2000) i zostato
zastosowane w (Siwek, 2015). Parametry liczby trojkatnej T(a, C, b) zostaty tam zin-
terpretowane sa interpretowane w ten sposob, ze:

— a jest maksymalnym dolnym oszacowaniem PV,
— b jest minimalnym gérnym oszacowaniem PV.
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Przyktad metody wyznaczania parametréw a, b przedstawiono w (Piasecki, Siwek,
2015). Parametry a, C, b s3 zawsze nieujemne.

Zgodnie z zasadg rozszerzenia Zadeha, prosta stopa zwrotu wyznaczona dla tak
oszacowanej PV jest rozmytym zbiorem probabilistycznym reprezentowanym przez
swa funkcje przynaleznosci p € [0; 1]®*? dang jest za pomoca tozsamosci:

< v v . . 1+7 <
p(r,w) = sup {u(x|a, C,b)ix = {iwj,x € ]R} = u(%‘a, C, b> = u(C- 1 :_t(rw) ‘a, C,b). (15)

Zgodnie z (9) powyzsza funkcja przynaleznosci przyjmuje postac:

fC" . 1+7(w) —a 1 .
T . 1+7(w =
247 , dla _c~—iL2<a
C—a 1+r
. 1+ 7 (w .
p(r,w) =141, dla 1£g)=6, (16)
X 1+ft((l))
T T . 1+ (w
— 2 dla C<C- (w) ,
C—->b 1+r
co w rownowaznej postaci mozemy zapisac jako:
1+1=t(w) a
e _Cog, S 1@
1-— v C 1+7r
1+ 7 (w
p(r,w) =41, dla ) -If(r ) , (17)
W) _ b 1+7%(w) b
Pt dla 1</ —s2
| 1- s r C

W tej sytuacji oczekiwana stopa zwrotu R € F(R) jest liczbg rozmytg dang za
pomoca swej funkcji przynaleznosci p € [0,1]® okreslonej przez tozsamos¢:

(1+7 a 147
P a 7
Hr L dla << <1,
147
p(r) =11, dla 157 1, (18)
ur_b Lir b
gl 1<l <2
(1—=> 1+r~ C
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Czynnik dyskontujacy v, wyznaczony za pomoca stopy zwrotu 1; jest okreslony przez
zalezno$¢:

1
= ) 19
vt 1+n (19)
W tej sytuacji funkcja § € [0; 1]® okre$lona za pomocg tozsamosci:
1
s :5<___)= 20
) =6(1=) = p( (20)

jest funkcjg przynaleznosci czynnika dyskonta D € F(R) wyznaczonego za pomoca
oczekiwanej stopy zwrotu R € F(R). Powyzszy czynnik dyskontujgcy nazywac
bedziemy oczekiwanym czynnikiem dyskonta. Zestawiajgc razem (18) i (20) otrzy-
mujemy:

v1 V—g a
£ odla =<7 lwv<1
a ’ - ’
1_E C
S(v) =41, da 771-v=1, (21
gty -2 b
—~X, dla 1<vl-v<o,
1—5 C

gdzie ¥ jest czynnikiem dyskontujgcym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy
zwrotu 7. Stosujac elementarne przeksztatcenia, funkcje przynaleznosci & € [0; 1R
przeksztalcamy do postaci:

(17—17% a _
—, dla 7-=<v<7,
UV—v = C
v—ﬁ-% ~ b
— dla v<v<v-=.
= _=.b C
V-

Latwo mozna dostrzec, ze wyznaczony powyzej oczekiwany czynnik dyskonta
jest rozmyta liczba trojkatng T (v =, U,V E

Wzrost wieloznacznosci oczeklwanego czynnika dyskonta oznacza, ze wzrastaé
bedzie ilos¢ alternatywnych rekomendacji inwestycyjnych. Powoduje to wzrost ryzyka
wybrania sposréd rekomendowanych alternatyw takiej decyzji finansowej, ktora
ex post zostanie obarczona stratg utraconych szans. Ten rodzaj ryzyka nazywamy
ryzykiem wieloznaczno$ci. Ryzyko wieloznacznosci obarczajace oczekiwany czyn-



www.czasopisma.pan.pl P@N www.journals.pan.pl
@)

Portfel dwuskiadnikowy z trojkgtnymi rozmytymi wartosciami biezgcymi — podejscie alternatywne 67

nik dyskonta D € F(R) ocenia¢ bgdziemy za pomocg miary energii. Zgodnie z (11),
miara ta jest rowna:

d(D) = 5 —a). (23)
Wzrost nieostrosci oczekiwanego czynnika dyskonta oznacza zacieranie si¢ granic
wyrézniajacych rekomendowane alternatywy decyzyjne. Powoduje to wzrost ryzyka
wyboru decyzji nierekomendowanej. Ten rodzaj ryzyka nazywamy ryzykiem nieostro-
$ci. Ryzyko nieostrosci obarczajace oczekiwany czynnik dyskonta D € F(R) oceniaé
bedziemy za pomocg miary entropii e(D). Zgodnie z (12), miara ta jest stata.

Oddziatywujace wspolnie ryzyko wieloznacznosci i ryzyko nieostro$ci nazywamy
ryzykiem nieprecyzyjnosci.

W kazdym z rozpatrywanych przez nas przypadkoéw stopa zwrotu byta funkcjg FV,
ktora ze swej natury jest niepewna, na co juz wskazano w Rozdziale 1. Niepewno$¢ ta
przenosi si¢ na oceng stopy zwrotu i jest odzwierciedleniem braku wiedzy o przysztych
stanach rynku finansowego. Brak tej wiedzy powoduje brak pewnos$ci u inwestora, co
do przysztych zyskow lub strat. Wzrost niepewnosci wywoluje wzrost ryzyka podjecia
decyzji nietrafnej. Ten rodzaj ryzyka nazywamy ryzykiem niepewnosci. W naszym
modelu ryzyko niepewnoS$ci ocenia¢ bedziemy za pomocg wariancji g2 stopy zwrotu.

Formalna prostota uzyskanych opisow oczekiwanego czynnika dyskonta zacheca
do jego zastosowania, jako narzedzia analizy portfelowej. Kryterium maksymalizacji
oczekiwanej stopy zwrotu zostanie wtedy zastapione kryterium minimalizacji oczeki-
wanego czynnika dyskonta. W przypadku nierozmytych wartosci obu tych parametrow
sa to kryteria rtownowazne.

4. PORTFEL DWUSKEADNIKOWY

Poprzez portfel finansowy rozumie¢ dowolny, skonczenie elementowy zbidr instru-
mentow finansowych. Kazdy z tych instrumentéw finansowych jest charakteryzowany
przez swg oszacowang wartos¢ biezaca i przewidywang stope zwrotu.

Rozwazmy teraz przypadek dwuskladnikowego portfela m, zlozonego z instru-
mentdéw finansowych V; i Y,. Za Markowitzem (1952) zaktadamy, ze dla kazdego
instrumentu Y;(i = 1;2) znamy rozktad prawdopodobienstwa prostej stopy zwrotu
#:Q =-> R wyznaczonej za pomocg (13) dla PV réwnej cenie rynkowej C;.
Identycznie jak Markowitz, zaktadamy, ze dwuwymiarowa zmienna losowa (rt AT
ma laczny rozktad normalny N((7y,7,)", ), gdzie macierz kowariancji przyjmuje
postac:

2
x =< % C‘”’;Z). (24)

covy, 03
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Kazdemu instrumentowi Y; przypisujemy wtedy jego FV okreslona za pomocg zalez-
nosci:

Vi) = G- (14 7 (w)). (25)
Udzial p; instrumentu Y; w portfelu m jest okreslony przez zalezno$¢:

pi = (26)

Q<| O

FV portfela m wtedy wynosi:
V() = Vi(w) + Vi(w)=C; - (1 + ftl(w)) +C,- (1 + ftz(w)) =C- (1 + ft(a))), 27)
gdzie:
fi(w) = py - 7 (@) + py - 7 (W) (28)
jest stopa zwrotu z portfela . Oczekiwana stopa zwrotu 7 z portfela jest wtedy rowna:
r=p;-1+py 1 (29)

Zatozmy, ze dla i = 1,2, PV instrumentu Y; jest okreslona, jako trojkatna liczba
rozmyta T (a;, C;, b;) opisana w poprzednim rozdziale. Dzigki (22), wszystkie te dane
pozwalaja przypisa¢ instrumentowi finansowemu Y; oczekiwany czynnik dyskonta:

_a _ b
Di:T Ui'CTl,Ui,Ui'CTi , (30)
gdzie v; jest czynnikiem dyskontujagcym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy
zwrotu 7;. Zgodnie z (23), miara energii tej liczby rozmytej jest rowna:

U

e (- a. (1)

d(Di) =

Stosujac (10) mozna wykaza¢, ze PV portfela m jest opisana, jako trojkatna liczba
rozmyta:

T(a,C,b) =T(a; + ay, C; + Cy, by + by). (32)

Stosujac (22), portfelowi m przypisujemy oczekiwany czynnik dyskonta:

)
,v,v-—v), (33)

a
D=T<17-—v
C C
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gdzie ¥ jest czynnikiem dyskontujacym wyznaczonym za pomocg oczekiwanej stopy
zwrotu 7. Bezposrednio z (29) wynika warunek:

1
_=hy P (34)
VoD T
dzieki ktoremu kolejno otrzymujemy:
5= (P &‘1_<& &)‘1. _(& &)‘1.(&.- &.-) 35
v_<171+172) =575, @wtr)=(5+5 5 1T, ) (33)
v v _ by b, p1 P2\t (P (. b p2 (. by
=b==-(by+b,) =7v- =+ = =(_—+_—) =" =+ =" =11 36
¢ ¢ (by ) =70 <P1 c D2 C2> 5 7, 7 21 c o, ) c, ( )
L T 2 - ' e O (SR S (S
FA=z (a;+a,) =7 (p1 Cl+p2 52>_(171+172> (771 (vl é1>+52 <v2 Cz>>' (37

Nastepnie, zestawiajac razem (10), (22) i (33)+(37) wnioskujemy, ze:

_ p1 DP2\"' D p1  P2\"' P2
-8 2)on)ol((BR) B)on) o

Biorac pod uwage powyzszg zaleznos$¢ oraz (10) i (11), ostatecznie otrzymujemy, ze
miara energii oczekiwanego czynnika dyskonta D € F(R) spelnia warunek:

-1
d(D) = (@+%) <z_—i d(D,) +Z—z-d(D2)>. (39)

U1 2

Zatem miara energii oczekiwanego czynnika dyskonta portfela m jest §rednig wazong
miar energii oczekiwanych czynnikow dyskonta skladnikoéw Y; tego portfela. Wagi
przypisane poszczegdlnym sktadnikom Y; sa wprost proporcjonalne do ich udziatu p;
w portfelu i odwrotnie proporcjonalne do ich czynnika dyskonta ;. Oznacza to, ze
dazac do minimalizacji ryzyka wieloznacznosci portfela powinnismy przede wszystkim
minimalizowaé ryzyko wieloznacznosci tych jego sktadnikow, ktére charakteryzuja
si¢ najwyzszymi oczekiwanymi stopami zwrotu, gdyz zgodnie z zasadami analizy
portfelowej, warto$ci udziatow p; sa okreslane post factum, po zebraniu dostepnych
informacji na temat sktadnikow portfela. Warunek (39) pokazuje, ze w rozwazanym
przypadku dywersyfikacja portfela jedynie ,,usrednia” ryzyko wieloznacznosci.
Zgodnie z (12), miara entropii oczekiwanego czynnika dyskonta portfela m jest
rowna mierze entropii kazdego z oczekiwanych czynnikow dyskonta sktadnikow Y;
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tego portfela. W ten sposob warunek (12) wskazuje, ze w omawianym przypadku
dywersyfikacja portfela nie zmienia ryzyka nieostrosci.
Wariacja stopy zwrotu z portfela wynosi:

02 =pi-of +2-p;pycovyy + 503 (40)

Korzystajac z tej powszechnie znanej zaleznosci Markowitz wykazal, ze istnieje
mozliwo$¢ skonstruowania portfela takiego, ze wariancja jego stopy zwrotu bedzie
mnigjsza od kazdej wariancji stopy zwrotu ze skladnika tego portfela. W ten sposob
Markowitz wykazat, ze dywersyfikacja portfela moze stuzy¢ , minimalizacji” ryzyka
niepewnosci.

5. STUDIUM PRZYPADKU

Portfel 7 sktadamy z instrumentéw finansowych Y; i Y,. PV instrumentu Y; jest
okreslona za pomocg trojkatnej liczby rozmytej T(50;90; 110). Wykres funkcji przy-
nalezno$ci (- [50;90;110) € [0,1]® tej liczby zostal przedstawiony na rysunku 1.

08l s -

06 . -

mifx)

04+ ; ; .

I
50 100 150 200 250
Cena

Legenda: —— PVY,
--------- PVY,
PVrm

Rysunek 1. Funkcje przynaleznosci PV instrumentéw finansowych Y; i Y, i portfela

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przewidywana stopa 7}:02 — R zwrotu z instrumentu Y; jest zmienna losowa
z rozktadem normalnym N(0,25; 0,5). Wtedy, zgodnie z (18), oczekiwana stopa zwrotu
z instrumentu Y; jest liczba rozmyta R; € F(R) dang za pomoca swej funkcji przy-
nalezno$ci p, € [0,1]® okreslonej przez tozsamos¢:
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2,25
j C-1, dle 12527>025,
p1(r) =

1+
1, dla r =0,25, (41)
| —5,625
k +55 dla 025>r >0,0227
1+7r

1 przedstawionej na rysunku 2. Latwo mozna dostrzec, ze tak okreslona oczekiwana
stopa zwrotu nie jest rozmytg liczbg trojkatng.

Legenda:

Rysunek 2. Funkcje przynaleznosci oczekiwanych stop zwrotu Ry i R,

Zrodto: opracowanie wiasne.

Nastepnie, wyliczamy oczekiwany czynnik dyskonta D; € F(R) wyznaczony za
pomoca oczekiwanej stopy zwrotu R;. Zgodnie z (19) i (33), mamy tutaj:

1 50 1 1 110
1+0,25 90°1+0,25"1+0,25 90

D, = T( ) = T(0,4444;0,8;0,9778). (42)

Wykres funkcji przynalezno$ci §; € [0; 1]® oczekiwanego czynnika dyskontuja-
cego D, zostal przedstawiony na rysunku 3. Korzystajac z (23) wyznaczamy miarg
energii tego czynnika:

d(Dy) = 52+ (110 — 50) = 0,2667. 43)
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08~

02

Legenda:

Rysunek 3. Funkcje przynaleznosci oczekiwanych czynnikéw dyskonta Dy, D, i D

Zrodto: opracowanie wilasne.

PV instrumentu Y, jest okreslona jako trojkatna liczba rozmyta T(90;96; 144).
Wykres funkcji przynaleznosci u(- [90; 96; 144) € [0,1]R tej liczby zostat przedsta-
wiony na rysunku 1.

Przewidywana stopa 77:0 — R zwrotu z instrumentu Y, jest zmienng losowa
z rozktadem normalnym N (0,5; 0,4). Wtedy, zgodnie z (18), oczekiwana stopa zwrotu
z instrumentu Y, jest liczba rozmyta R, € F(R) dang za pomoca swej funkcji przy-
naleznosci p, € [0,1]® okre$lonej przez tozsamo$é:

( 24
— 15, dla 06>7r>0,5,
1+r
p2(r) = J 1, dla r=0,5, (44)
-3
+3 dla 05>r=0
1+r

i przedstawionej na rysunku 2. Latwo mozna dostrzec, ze takze tutaj oczekiwana stopa
zwrotu nie jest rozmytg liczbg trojkatna. Nastepnie, wyliczamy oczekiwany czynnik
dyskonta D, € F(R) wyznaczony za pomoca oczekiwanej stopy zwrotu R,. Zgodnie
z (19) 1 (33), mamy tutaj

1 90 1 1 144
D2 = (

T\1505° 9617051105 96 ) = T(0,6250;,0,6667;1).  (43)
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Wykres funkcji przynaleznosci &, € [0; 1]® oczekiwanego czynnika dyskontuja-
cego D, zostal przedstawiony na rysunku 3. Korzystajac z (23) wyznaczamy miare
energii tego czynnika:

0,6667

d(Dz) = 296

- (144 —90) = 0,1875. (46)
Zgodnie z (10), PV portfela 7 jest trojkatng liczba rozmyta:
PV =T(50+490;90 + 96; 110 + 144) = T(140; 186; 254). 47

Wartos$¢ ta wyznaczamy jedynie w celach pogladowych. Wykres funkcji przynalezno-
$ci u(-1140;186;256) € [0,1]R tej liczby zostal przedstawiony na rysunku 1 w celu
poréwnania PV portfela w z PV jego sktadnikow Y; 1 Y,.

Zgodnie z (26), udziaty p; 1 p, odpowiednio instrumentéw finansowych Y; 1 Y,
w portfelu m sg réwne:

90 15 96 16

=186 30 P27 186 31 (48)

p1

Portfelowi 7 przypisujemy oczekiwany czynnik dyskonta D € F(R). Zgodnie z (38),
czynnik ten jest nastgpujacej liczbie rozmytej:

5 16\ 15 \ 5 1\ 16
p=|[[3L 4 3 3L o) 31 31 .31 D. |=
k 08 06667 0,8 OD |® 0,8+0,6667 0,6667 O D,

(49)
= (0,4386 O T(0,4444;0,8;0,9778)) @ (0,5614 ® T(0,6250;0,6667;1)) =

= T(0,5458;0,7252;0,9923).

Wykres funkcji przynaleznosci § € [0; 1]® oczekiwanego czynnika dyskontujacego D
zostat przedstawiony na rysunku 3. Miare energii tego czynnika mozemy teraz wyzna-
czy¢ za pomoca (39) w nastepujacy sposob:

d(D) = 0,4386 - d(D,) + 0,5614 - d(D,) =
(50)
= 0,4386 - 0,2667 + 0,5614 - 0,1875 = 0,2222.
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Zgodnie z tym, co przewidziano juz w Rozdziale 4, mamy tutaj:
d(Dy) > d(D) > d(D,). 5D
Zatem utworzenie portfela m usrednito ponoszone ryzyko wieloznacznosci. Laczny

rozktad wektora (7} #2)T stop zwrotu ze sktadnikow portfela 7 jest rozkladem nor-
malnym N((0,25; O,S)T, X), gdzie macierz kowariancji ma postac:

0,25 0,20
L= (0,20 0,16)' (52)
Korzystajac z (40), wyznaczamy wariancje stopy zwrotu:
%2 =0,0020 < min{o?, 62}. (53)

Oznacza to, ze utworzenie portfela m zminimalizowato ponoszone ryzyko niepew-
nos$ci. Zgodnie z (12), ponoszone ryzyko niepewnosci nie ulegto zmianie.

6. PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badania wskazujg na fakt, ze istniejg efektywne metody portfe-
lowego zarzadzania ryzykiem nieprecyzyjnosci majacym swoja przyczyne w przybli-
zonym oszacowaniu PV poszczegdlnych sktadnikow portfela. Przedmiotem badania
byt tutaj portfel dwusktadnikowy ztozony ze sktadnikéw majacych PV oszacowane,
jako trojkatne liczby rozmyte. Dla tego przypadku portfela wykazano, zZe:

— dywersyfikacja portfelowa moze zmniejszy¢ ryzyko niepewnosci;
— dywersyfikacja portfelowa usrednia ryzyko wieloznacznosci;
— dywersyfikacja portfelowa nie ma wptywu na ryzyko nieostrosci.

Oznacza to, ze istniejg portfele obarczone nieusuwalnym drogg dywersyfikacji
takim ryzykiem, ktore jest nieusuwalne drogg dywersyfikacji portfelowej. W badanym
przypadku wykazano tez, ze dywersyfikacja portfelowa nie zwigksza ryzyka nieprecy-
zyjnos$ci. Oznacza to, ze zmniejszenie ryzyka niepewnosci nie wywoluje powigkszenia
si¢ ryzyka nieprecyzji.

Fakt braku wptywu dywersyfikacji portfelowej na ryzyko nicostrosci moze sta-
nowi¢ istotna wade modelu opisanego w tej pracy. Zrodlo tej wady jest oczywiste.
Wszystkie rozmyte liczby trojkatne maja identyczng miarg entropii. W tej sytuacji
rodzi si¢ postulat opisu PV za pomoca wybranej klasy liczb rozmytych o zmiennej
mierze entropii. Najbardziej oczywistym przyktadem takiej klasy liczb sg rozmyte
liczby trapezoidalne.

W tej pracy i w Siwek (2015) rozwazano identyczny przypadek problemu zarza-
dzania ryzykiem nieprecyzji. Obie prace w diametralny sposob r6znig si¢ sposobem
podejscia do tego problemu. W Siwek (2015) powyzsze wnioski uzyskano jedynie
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dla pojedynczego studium przypadku bedacego eksperymentem numerycznym. Tutaj,
stosujac alternatywne podejscie, te wnioski uzyskaliSmy droga dedukcji formalnej
dla dowolnego portfela dwusktadnikowego zlozonego ze sktadnikéw majacych PV
oszacowane, jako trojkatne liczby rozmyte. Pozwala to wykaza¢ przewage poznaw-
cza zastosowanego tutaj alternatywnego podej$cia nad podej$ciem zastosowanym
w Siwek (2015).

Uzyskane powyzej wyniki badan zachgcaja do ich kontynuacji. Sugerowanym
kierunkiem przysztych badan moze by¢ uogoélnienie przedstawienia wartosci bieza-
cej na przypadek rozmytej liczby trapezoidalnej. Stosujac indukcje matematyczna,
wszystkie uzyskiwane tg drogg wyniki mozna bedzie uogélni¢ do przypadku portfela
n-sktadnikowego.

LITERATURA

Buckley 1. J., (1987), The Fuzzy Mathematics of Finance, Fuzzy Sets and Systems, 21, 257-273.

Caplan B., (2001), Probability, Common Sense, and Realism: a Reply to Hulsmann and Block, The Quarterly
Journal of Austrian Economics, 4 (2), 69-86.

Chiu, C. Y., Park, C. S., (1994), Fuzzy Cash Flow Analysis Using Present Worth Criterion, The Engineering
Economist, 39 (2), 113-138.

Czerwinski Z., (1960), Enumerative Induction and the Theory of Games, Studia Logica, 10, 29-38.

Czerwinski Z., (1969), Matematyka na ustugach ekonomii, PWN, Warszawa.

Duan L., Stahlecker P., (2011), A Portfolio Selection Model Using Fuzzy Returns, Fuzzy Optimization and
Decision Making, 10 (2), 167-191.

Dubois D., Prade H., (1978), Operations on Fuzzy Numbers, International Journal of Systems Science 9,
613-626.

Dubois D., Prade H., (1979), Fuzzy Real Algebra: Some Results, Fuzzy Sets and Systems, 2, 327-348.

Fang Y., Lai K. K., Wang S., (2008), Fuzzy Portfolio Optimization. Theory and Methods, Lecture Notes
in Economics and Mathematical Systems, 609, Springer, Berlin.

Greenhut J. G., Norman G., Temponi C. T., (1995), Towards a Fuzzy Theory of Oligopolistic Competition,
IEEE Proceedings of ISUMA-NAFIPS, 286-291.

Guo S., Yu L., Li X,, Kar S., (2016), Fuzzy Multi-Period Portfolio Selection with Different Investment
Horizons, European Journal of Operational Research, 254 (3), 1026-1035.

Gupta P., Mehlawat M. K., Inuiguchi M., Chandra S., (2014), Fuzzy Portfolio Optimization. Advances in
Hybrid Multi-criteria Methodologies, Studies in Fuzziness and Soft Computing, 316, Springer, Berlin.

Gutierrez 1., (1989), Fuzzy Numbers and Net Present Value, Scandinavian Journal of Management, 5 (2),
149-159.

Hiroto K., (1981), Concepts of Probabilistic Sets, Fuzzy Sets and Systems, 5, 31-46.

Huang X., (2007a), Two New Models for Portfolio Selection with Stochastic Returns Taking Fuzzy
Information, European Journal of Operational Research, 180 (1), 396—405.

Huang X., (2007b), Portfolio Selection with Fuzzy Return, Journal of Intelligent & Fuzzy Systems, 18
(4), 383-390.

Khalili S., (1979), Fuzzy Measures and Mappings, Journal of Mathematical Analysis and Applications,
68, 92-99.

Klir G. J., (1993), Developments In Uncertainty-Based Information, Advances in Computers, 36, 255-332.

Knight F. H., (1921), Risk, Uncertainty, and Profit, Hart, Schaftner & Marx, Houghton Mifflin Company,
Boston, MA.



www.czasopisma.pan.pl P@N www.journals.pan.pl
<D

76 Krzysztof Piasecki, Joanna Siwek

Kolmogorov A. N., (1933), Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Julius Springer, Berlin.

Kolmogorov A. N., (1956), Foundations of the Theory of Probability, Chelsea Publishing Company,
New York.

Kosko B., (1986), Fuzzy Entropy and Conditioning, /nformation Sciences, 40, 165-174.

Kosko B., (1990), Fuzziness vs Probability, International Journal of General Systems, 17 (2/3), 211-240.

Kuchta D., (2000), Fuzzy Capital Budgeting, Fuzzy Sets and Systems, 111, 367-385.

Lambalgen M. von, (1996), Randomness and Foundations of Probability: Von Mises’ Axiomatization
of Random Sequences, Institute of Mathematical Statistics Lecture Notes — Monograph Series 30,
347-367.

Lesage C., (2001), Discounted Cash-Flows Analysis. An Interactive Fuzzy Arithmetic Approach, European
Journal of Economic and Social Systems, 15 (2), 49-68.

Li Ch., Jin J., (2011), Fuzzy Portfolio Optimization Model with Fuzzy Numbers, w: Li S., Wang X.,
Okazaki Y., Kawabe J., Murofushi T., Guan L., (red.), Nonlinear Mathematics for Uncertainty and
its Applications, Advances in Intelligent and Soft Computing, 100, 557-565.

Liu Y.-J., Zhang W.-G., (2013), Fuzzy Portfolio Optimization Model Under Real Constraints, Insurance:
Mathematics and Economics, 53 (3), 704-711.

de Luca A., Termini S., (1972), A Definition of a Non-Probabilistic Entropy in The Settings of Fuzzy Set
Theory, Information and Control, 20, 301-313.

de Luca A., Termini S., (1979), Entropy And Energy Measures Of Fuzzy Sets, w: Gupta M. M., Ragade R. K.,
Yager R. R., (red.), Advances in Fuzzy Set Theory and Applications, 321-338.

Markowitz H. S. M., (1952), Portfolio Selection, Journal of Finance, 7 (1), 77-91.

Mehlawat M. K., (2016), Credibilistic Mean-Entropy Models for Multi-Period Portfolio Selection with
Multi-Choice Aspiration Levels, Information Science, 345, 9-26.

Mises R. von, (1957), Probability, Statistics And Truth, The Macmillan Company, New York.

Mises L. von, (1962), The Ultimate Foundation of Economic Science an Essay on Method, D. Van Nostrand
Company, Inc., Princeton.

Piasecki K., (2011a), Rozmyte zbiory probabilistyczne, jako narzedzie finansow behawioralnych, Wyd.
UE, Poznan.

Piasecki K., (2011b), Effectiveness of Securities with Fuzzy Probabilistic Return, Operations Research
and Decisions, 21 (2), 65-78.

Piasecki K., (2011c), Behavioural Present Value, SSRN Electronic Journal, DOI:10.2139/ssrn.1729351.

Piasecki K., (2014b), Behawioralna warto§¢ biezaca — nowe podejscie, Optimum Studia Ekonomiczne 67,
36-45.

Piasecki K., Siwek J., (2015), Behavioural Present Value Defined as Fuzzy Number — a New Approach,
Folia Oeconomica Stetinensia, 15 (2), 27-41.

Saborido R., Ruiz A. B., Bermtdez J. D., Vercher E., Luque M., (2016), Evolutionary Multi-Objective
Optimization Algorithms for Fuzzy Portfolio Selection, Applied Soft Computing, 39, 48—63.

Sadowski W., (1977), Decyzje i prognozy, PWN, Warszawa.

Sadowski W., (1980), Forecasting and Decision Making, Quantitative Wirtschafts- und Unternehmensforschung,
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg.

Sheen J. N., (2005), Fuzzy Financial Profitability Analyses Of Demand Side Management Alternatives
From Participant Perspective, Information Sciences, 169, 329-364.

Siwek J., (2015), Portfel dwusktadnikowy — studium przypadku dla wartosci biezacej danej jako tréjkatna
liczba rozmyta, Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach
241, 140-150.

Tsao C.-T., (2005), Assessing the Probabilistic Fuzzy Net Present Value For a Capital, Investment Choice
Using Fuzzy Arithmetic, Journal of Chinese Insitute of Industrial Engineers, 22 (2), 106-118.
Ward T. L., (1985), Discounted Fuzzy Cash Flow Analysis, 1985 Fall Industrial Engineering Conference

Proceedings, 476-481.



www.czasopisma.pan.pl P@N www.journals.pan.pl
<D

Portfel dwuskiadnikowy z trojkgtnymi rozmytymi wartosciami biezgcymi — podejscie alternatywne 77

Wu X.-L., Liu Y. K., (2012), Optimizing Fuzzy Portfolio Selection Problems by Parametric Quadratic
Programming, Fuzzy Optimization and Decision Making, 11 (4), 411-449.

Zadeh L., (1965), Fuzzy Sets, Information and Control, 8, 338-353.

Zhang X., Zhang W.-G., Xiao W., (2013), Multi-Period Portfolio Optimization under Possibility Measures,
Economic Modelling, 35, 401-408.

PORTFEL DWUSKLADNIKOWY
Z TROJKATNYMI ROZMYTYMI WARTOSCIAMI BIEZACYMI
— PODEIJSCIE ALTERNATYWNE

Streszczenie

Glowny celem jest przedstawienie whasciwosci portfela dwusktadnikowego dla przypadku, kiedy
warto$¢ biezaca jest oszacowana za pomoca trojkatnej liczby rozmytej. Wyznaczone zostaly rozmyty
oczekiwany czynnik dyskonta z portfela oraz oceny ryzyka nieprecyzyjnosci obciazajacego ten portfel.
Dzigki temu zostal opisany wplyw dywersyfikacji portfelowej na ryzyko nieprecyzyjnosci.

Stowa kluczowe: portfel dwuskladnikowy, warto§¢ biezaca, trojkatng liczba rozmyta, czynnik
dyskonta

TWO-ASSET PORTFOLIO WITH TRIANGULAR FUZZY PRESENT VALUES
— AN ALTERNATIVE APPROACH

Abstract

The main purpose of this article is to present characteristics of a two-asset portfolio in case of
present values of assets being given by a triangular fuzzy number. Fuzzy expected discounting factor for
a portfolio and imprecision risk assessments for the imprecision burdening a portfolio were appointed
throughout the paper. Thanks to this, the influence of portfolio diversification on an imprecision risk
was analyzed and some interesting conclusions were stated.

Keywords: two-asset portfolio, present value, triangular fuzzy number, discounting factor



