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Wplyw jakosci nadawy na jakos$¢ produktéw wzbogacania
ocenianych za pomocg wykresu Fuerstenaua
dla przypadku symetrycznej krzywej separacji

Wprowadzenie

Wyniki separacji sktadnika uzytecznego z rud i surowcow przedstawia si¢ w postaci
bilanséw 1 wykresow (Kelly, Spottiswood 1982). Do opisu wynikow wzbogacania stosuje
si¢ wiele wykreséw nazywanych takze krzywymi wzbogacania, w tym krzywe wzbogacania,
takie jak Fuerstenaua, Mayera, Halbicha. Powoduje to, Ze do opisu rezultatéw wzbogacania
wykorzystuje si¢ takze wiele zalezno$ci matematycznych. W tabeli 1, dla przyktadu, poka-
zano rOwnania matematyczne stosowane do opisu wynikéw wzbogacania rud pochodzacych
z Legnicko-Glogowskiego Okregu Miedziowego.

Jednym z wykresd6w wzbogacania jest krzywa Fuerstenaua, przedstawiajaca zwykle
zalezno$¢ pomigdzy uzyskiem sktadnika uzytecznego w koncentracie € a uzyskiem sktad-
nika nieuzytecznego w odpadzie g,. Krzywa t¢ wprowadzit Fuerstenau i jego wspotpra-
cownicy (1989-1992, Sotillo i in. 1997; Drzymata 2006) w celu graficznego przedstawienia
wynikow wzbogacania wegla. Jest to bardzo uzyteczna i praktyczna w stosowaniu krzywa
wzbogacania, gdyz wyniki wzbogacania tatwo mozna opisa¢ zalezno$ciami matematycz-
nymi. Ponadto, jest to tak zwana krzywa alfa-nieczuta, gdyz jej linie odniesienia, to jest linia
braku wzbogacania oraz idealnego wzbogacania i mieszania, nie zmieniaja si¢ w zaleznosci
od jakosci nadawy a. Stwarza to mozliwo$¢ charakteryzowania separacji za pomoca po-
jedynczego wskaznika selektywnosci (efektywnosci) wzbogacania (rys. 1), podczas gdy
opis wzbogacania z reguty wymaga dwoch parametrow jednocze$nie. Daje to, przyktadowo,
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TABELA 1

Przyktadowe rownania matematyczne stosowane do opisu wynikow wzbogacania polskich rud miedzi

TABLE 1
Equations used for delineation of beneficiation results of Polish copper ores
Parametry . . . 5
. Posta¢ matematyczna rdwnania Zrodto
wzbogacania

9, a S=a0+b Pudto 1971

n, B, a n=aPB-o)+2b@ -a)+3cP-a)+d Madej 1974
p-a '
g B e=1- [7] Malewski 2008
B max — @
B,y B=ay? IMN 1994
e e e —a 100 — ¢ Drzymata, Ahmed 2005;
v " a-¢ Drzymata i in. 2010
a
B,y =y +b Saramak 2007
bR + (a—
9, B, o BT x (am o) Saramak 2007
b-1B+a
2
100 — 100 — 100 —
@y € | Sy =a 8—0,07[(1' 8—95,5J (100—(1'78] Drzymala i in. 2010
a'—¢g a'— a'—¢g
B,y y=a - a)fb Foszcz 1 in. 2010

o — zawarto$¢ sktadnika uzytecznego w nadawie,

B — zawarto$¢ sktadnika uzytecznego w koncentracie,

9 — zawartos$¢ sktadnika uzytecznego w odpadzie,

y — wychod,

¢ — uzysk sktadnika uzytecznego w koncentracie,

g, — uzysk sktadnika nieuzytecznego w odpadzie.

a,a’,b,c,d, k;95,5 to wspotczynniki empiryczne (zachowano oryginale symbole, stad ich warto$§¢ i znaczenie,
mimo tego samego symbolu, jest rozna)

mozliwos¢ pordéwnywania na jednym wykresie wynikdw wzbogacania dla ukladéw ze
zmiennym sktadem nadawy o, czy tez zupetnie rdéznych ukltadoéw, w ktorych zachodzi
separacja (Drzymata 2009). Warunkiem jest, aby wyniki wzbogacania byly opisywane tym
samym jednoparametrowym rownaniem. Dwa z nich pokazano na rysunku la i b.

Wyniki wzbogacania przemystowego i laboratoryjnego czgsto uktadaja si¢ w postaci
krzywej wzbogacania symetrycznej wzgledem przekatnej. Pozwala to na opisanie ich za
pomoca rownania umieszczonego na rysunku 1a, ktore posiada tylko jeden dopasowywany
parametr a. Na rysunku 2 zaprezentowano przyktadowe, zaczerpnigte z pracy Luszcz-
kiewicza i Chmielewskiego (2008, Fig. 15) wyniki dodatkowego wzbogacania przemysto-
wego flotacyjnego koncentratu miedziowego z Lubina, przestawione w postaci krzywej
wzbogacania Fuerstenaua, na ktorej symetrycznos¢ linii wzbogacania, wzgledem diago-
nalnej, jest bardzo wyraznie widoczna.
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Rys. 1. Wykres wzbogacania Fuerstenaua. Jezeli r6zne wyniki wzbogacania uktadaja si¢ wedtug jednego

typu zaleznosci (rys. la zalezno$¢ symetryczna, rys. 1b zalezno$¢ niesymetryczna wzgledem diagonalnej)
wtedy poszczegdlne linie na wykresie wyznaczaja selektywno$¢ procesu

Fig. 1. The Fuerstenau upgrading curve. When different upgrading results form a certain type of curve

(Fig. la symmetrical, Fig. 1b nonsymmetrical), then the lines in the plot determine process selectivity
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Rys. 2. Symetryczno$¢ wzglgdem diagonalnej wynikow wzbogacania wykreslonych na wykresie Fuerstenaua

dla dodatkowego laboratoryjnego flotacyjnego wzbogacania przemystowego koncentratu miedziowego.
Na podstawie pracy Luszczkiewicza i Chmielewskiego (2008)

Fig. 2. Symmetrical, in relation to diagonal, results of separation plotted as the Fuerstenau curves

for additional laboratory flotation of a final industrial copper concentrate.
Based on Luszczkiewicz and Chmielewski (2008)
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Wazna cecha wykresu Fuerstenaua jest to, ze jezeli dwie rézne jako$ciowo nadawy
dostarczaja takich samych zaleznosci € od g, oznacza to, ze maja one identyczna selek-
tywnos¢ separacji, ale jakos¢ i ilos¢ ich koncentratow oraz odpadow bedzie rézna. Dlatego
nasuwa si¢ pytanie, w jaki sposob krzywa Fuerstenaua kompensuje zmienno$¢ jakosci
nadawy przy tej samej selektywnos$ci procesu. Celem tej pracy jest okreslenie, jak przy stalej
selektywnosci separacji, zmiana zawartos$ci sktadnika uzytecznego w nadawie oo wplywa na
zmiany jakos$ci koncentratu 3 i odpadu 3.

1. Wskazniki selektywnosci dla krzywych wzbogacania
symetrycznych wzgledem diagonalnej na wykresie Fuerstenaua

Wyniki separacji przedstawione zgodnie z metodyka Fuerstenaua mozna opisa¢ za
pomoca wielu rownan (Drzymata, Ahmed 2005). Czgsto mozna uzy¢ réwnania o pelnej
symetrycznosci wzglgdem diagonalnej wykresu. Taka zalezno$ci mozna opisaé¢ podanym juz
na rysunku la réwnaniem:

—a 100—¢ (1)
a-—g¢
gdzie
a — wskaznik selektywnosci wzbogacania,
¢ — uzysk skladnika uzytecznego w koncentracie,
€, — uzysk pozostatych sktadnikow w odpadzie.

Parametr a tego rownania jest jednocze$nie wskaznikiem selektywnosci procesu. Gdy
wskaznik selektywnosci procesu a zmniejsza swoja warto$é, krzywa zwigksza swoja wy-
puktosé, a proces staje si¢ coraz blizszy idealnemu (Drzymata i in. 2010) (rys. la). Z analizy
literatury wynika, ze matematycznie wskaznik selektywnos$ci dla linii wzbogacania po-
kazanych na rysunku la mozna wyrazi¢ r6znymi wzorami (Hall 1971; Drzymata, Ahmed
2005; Laplante i in. 1989; Krzanowski i in. 2009; Wtodarski 2009). Formuly te zebrano
w tabeli 1. W tej pracy uzyty bedzie wskaznik a zdefiniowany tylko rownaniem (1).

Nalezy zauwazy¢, ze € oraz g, mozna wyrazi¢ opierajac si¢ na parametrach B, 9 oraz a.,
stosujac zaleznosci (Drzymata 2009):

E]oozyE (2)
a a

&, =(100—§_§ 100}100_8 ®)
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TABELA 2
Roézne matematyczne sposoby wyrazania wskaznika selektywnos$ci wzbogacania
przy symetrycznym wzgledem diagonalnej przebiegu wzbogacania na krzywej Fuerstenaua (rys. la)
TABLE 2

Various mathematical formulas used for expressing selectivity factor for symmetric in-relation-to-diagonal

course of upgrading in the Fuerstenau plot (Fig. 1a)

Symbol wskanika Posta¢ matematyczna
selektywnosci , . Y Skala warto$ci wskaznika Zrédlo
. rownania
wzbogacania
100 —¢ a =100 (idealne)
€. =a
a r 4—c a = o (brak) Drzymata, Ahmed 2005
100 — ¢ A =-100 (idealne)
€. =4
4 g e+ 4 A = —oo (brak) Hall 1971
Ze
g, =100 - ———— | Z =0 (idealne) ..
€
VA 1+ -5 Z-1) |z=1 (brak) Laplante i in. 1989
100

Fuerstenau i in.

F F=¢ =¢ 1; - ?80(?2:;1“) 1989-1992;
Drzymata 2009

=100D(a, + b~ b =1 (krzywa symetryczna
b Y @ ) _ 0( b yk Y Y ) Krzanowski, Hand 2009;
> ® to dystrybuanta rozktadu |%» : ( ':la )1 Wiodarski 2009
normalnego standardowego | % ~ @ (idealne)

2. Kompensacja wplywu zmiennoS$ci zawartoS$ci skladnika uzytecznego
w nadawie o dla utrzymania stalej selektywnosci wzbogacania
na krzywej Fuerstenaua

Na podstawie rownania na wskaznik selektywnosci krzywej symetrycznej a, dla znanej
zawarto$ci sktadnika uzytecznego w nadawie a, wyliczano dla danego uzysku & mozliwe
zawarto$ci sktadnika uzytecznego w koncentracie f oraz odpadzie 9. Wyniki tych obliczen
przestawiono na rysunku 3. Pokazuje on, ze wraz ze wzrostem zawartosci sktadnika uzy-
tecznego w nadawie a rosnie jego zawarto$¢ w koncentracie 1 odpadzie, a zalezno$ci migdzy
B i o oraz migdzy 9 i a sg krzywoliniowe. Funkcje te maja posta¢ wielomianu o trzech
dopasowywanych parametrach a;, b; oraz c;, zaleznych od wskaznika selektywnosci a, to jest
B:a1a2 +bja+cy oraz 3 :a2a2 +bya+cy (rys. 3).

Aby okresli¢ zalezno$¢ pomigdzy podstawowymi parametrami wzbogacania a, 3, 9 dla
krzywej symetrycznej o stalej warto$ci wskaznika selektywnosci a, wyznaczono stosunek
zawarto$ci sktadnika uzytecznego w odpadzie oraz w koncentracie, czyli /B, a nastgpnie
odniesiono go do zawartosci sktadnika uzytecznego w nadawie a. Wyniki obliczen przed-
stawiono na rysunku 4.
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Rys. 3. Wplyw zawartosci sktadnika uzytecznego w nadawie o na jego zawarto$¢ w koncentracie i odpadzie
przy a = 104 i réznych statych wartosciach ¢

Fig. 3. Influence of a on content of a considered component in concentrate and tailing for a =104
and different constant values of €
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Rys. 4. Linie 9/f od a dla roznych wartos$ci wspolczynnika selektywnosci a oraz ¢

Fig. 4. Lines of 9/B vs o for different values of efficiency factor @ and ¢
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Dla statych wartosci wskaznika selektywnosci a oraz ¢ otrzymuje si¢ linie proste
0 roOwnaniu:

B > 5

gdzie
Ajj — wspolezynnik kierunkowy prostej,
Bjj— wyraz wolny dla danego uzysku ¢; oraz danego stalego wspotczynnika
selektywnosci a;.

Nastgpnie dla wyznaczonych réwnan sporzadzono wykres, przedstawiajacy zmiang
wspotczynnika B;; w zaleznosci od zmieniajacej sig¢ wartosci wspolczynnika selektyw-
nosci a. Powstale w ten sposob punkty na wykresie aproksymowano za pomoca przy-
blizonego rownania:

B; j ~B; =0,009a—09 )

Nalezy zauwazy¢, ze linie, dla danego a nie przecinaja si¢ doktadnie w punkcie a = 0,
co wynika z przyjetej doktadnosci obliczen oraz zastosowanych wzordéw.

Cecha charakterystyczna prostych na rysunku 4 jest to, ze wraz ze wzrostem uzysku
sktadnika uzytecznego &€ w koncentracie, przy staltym a, maleje ich nachylenie. Z kolei
pogorszenie wzbogacalnosci nadawy, spowodowane wzrostem wartosci parametru selek-
tywnosci a, przyczynia si¢ do przesunigcia si¢ pgku prostych do gory. Z rysunku 4 wynika
takze, ze wzrost zawartosci sktadnika uzytecznego w nadawie o powoduje, ze nastgpuje
wzrost iloéci sktadnika uzytecznego zardowno w koncentracie 3 jak i w odpadzie 3. Ponadto,
przy statej selektywnos$ci procesu separacji a i statym uzysku € wzrost zawartosci sktadnika
uzytecznego w nadawie o powoduje wigkszy wzrost jego ilosci w odpadzie niz w kon-
centracie.

Podsumowanie i wnioski

Wyniki wzbogacania wykreslone na krzywych Fuerstenaua daja si¢ czgsto opisaé za
pomoca tego samego rownania z jednym dopasowywanym parametrem. Wtedy parametr
ten moze by¢ wykorzystany jako wskaznik selektywnosci wzbogacania. Dla réwnania
g = a(100 — ¢,)/(a — &), lub réwnowaznego, przy stalej selektywnosci wzbogacania, czyli
statej wartosci wskaznika selektywnos$ci a, wzrost zawartosci sktadnika uzytecznego w na-
dawie o powoduje, ze nastepuje wzrost ilosci sktadnika uzytecznego zarowno w kon-
centracie 3 jak i w odpadzie S, przy czym przy statej wartosci € stosunek 9 do 3 jest linowo
zalezny od o.. Mozna zatem stwierdzi¢, ze przy statej selektywnosci procesu separacji a, oraz
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przy statym g, wzrost zawartosci sktadnika uzytecznego w nadawie powoduje wigkszy
wzrost jego ilosci w odpadzie niz w koncentracie.

Praca wykonana w ramach badan statutowych Instytutu Gérnictwa Politechniki Wroctawskiej (343165/111)

LITERATURA

Drzymata J., 2006 — Atlas of upgrading curves used in separation and mineral science and technology.
Physicochem. Probl. Miner. Process. vol. 40, s. 19-29.

Drzymata J., 2009 — Podstawy mineralurgii. Wyd. 2, Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej, War-
szawa.

Drzymata J.,, Ahmed H.A.M., 2005 — Mathematical equations for approximation of separation results using
the Fuerstenau upgrading curves. Int. J. Miner. Process. vol. 76, z. 1-2, s. 55-65.

Drzymata J, Luszczkiewicz A, Foszcz D., 2010 — Application of upgrading curves for evaluation of
past, present, and future performance of a separation plant. Mineral Processing and Extractive Metall. Rev.
vol. 31 (3), s. 165-175.

Foszcz D, Niedoba T., Tumidajski T., 2010 — Analiza mozliwosci prognozowania wynikéw wzboga-
cania polskich rud miedzi uwzglegdniajacego stosowana technologig. Goérnictwo i Geoinzynieria z. 4/1,
s. 25-36.

Fuerstenau D.W. et al., 1988-1992 — Coal surface control for advanced fine coal flotation, Final Report,
University of California, Berkeley, Final Report DOE/PC/88878-T13, DE92 015625 for U.S. Dept. of
Energy. Prepared by Univ. California, Columbia Univ., Univ. of Utah, and Praxis Engineers Inc.

Hall W.B., 1971 — The mathematical form of separation curves based on two known ore parameters and a single
liberation coefficient. Trans. IMM., Sec. C, 80, C213-C222.

IMN, 1994 — Sprawozdanie nr 4463/11/90, Gliwice.

Kelly E.G,Spottiswood D.J., 1982 — Introduction to mineral processing. Wyd. 1, New York, Wiley.

Krzanowski W.J.,, Hand D.J,, 2009 — ROC curves for continuous data. Wyd. 1. Boca Raton, London,
New York, CRC Press/Taylor & Francis Group.

Laplante A.,Kaya M.,Smith H.-W., 1989 — The effect of forth on flotation kinetics-a mass transfer approach.
Mineral Processing and Extractive Metall. Rev. vol. 5, s. 147-168.

Luszczkiewicz A, Chmielewski T., 2008 — Acid treatment of copper sulfide middlings and rougher
concentrates in the flotation circuit of carbonate ores. Int. J. Miner. Process., vol. 88, nr 1-2, s. 45-52.
Madej W., 1978 — Ocena procesOw wzbogacania, Prace Instytutu Metali Niezelaznych, t. VII, nr 3/78,

s. 105-113.

Malewski J., 2008 — [W:] J. Malewski, J. Drzymata, A. Luszczkiewicz, U. Kazmierczak, Z. Konopacka,
J. Gérniak-Zimroz. Metoda analizy efektywnosci produkcji miedzi ze zt6z LGOM. Raport Inst. Gorn. PWr.,
seria SPR nr S-69, Wroctaw.

Pudto W, 1971 — O pewnej metodzie aproksymacji krzywych wzbogacania. Zeszyty Problemowe Gornictwa
PAN z. 2, s. 83-103.

Saramak D., 2007 — Symulacja efektow pracy uktadow technologicznych przerobki rud miedzi z wyko-
rzystaniem kryteriow technologicznych i ekonomicznych. Gérnictwo i Geoinzynieria z. 4, s. 73-80.

Sotillo F.J.,, Fuerstenau D.W., Harris G., 1997 — Surface chemistry and rheology of Pittsburgh No. 8.
coal-water slurry in the presence of a new pyrite depressant, Coal Preparation, 18, 151-183.

Wtodarski M., 2009 — Poréwnanie parametrycznej i nieparametrycznej metody obliczania krzywej ROC
na przyktadzie zbioru sygnatow elektroretinograficznych. Metody Informatyki Stosowanej nr 2 (19),
s. 177-192.



www.czasopisma.pan.pl P N www.journals.pan.pl

I

POLSKA AKADEMIA NAUK

41

WPLYW JAKOSCI NADAWY NA JAKOSC PRODUKTOW WZBOGACANIA OCENIANYCH
ZA POMOCA WYKRESU FUERSTENAUA DLA PRZYPADKU SYMETRYCZNEJ KRZYWEJ SEPARACJI

Stowa kluczowe

Wzbogacanie, separacja, selektywnos¢, flotacja

Streszczenie

Jezeli wyniki wzbogacania daja si¢ opisa¢ na tzw. wykresie Fuerstenaua krzywa opisywana rownaniem
matematycznym z jednym dopasowywanym parametrem, wtedy parametr ten moze by¢ wykorzystany jako
wskaznik selektywnosci wzbogacania. Jezeli rownanie to ma postac e = a(100 — €,)/(a — €,) (gdzie & oznacza uzysk
sktadnika uzytecznego w koncentracie, a g, uzysk nieuzytecznego sktadnika w odpadzie), wtedy przy stalej
selektywnos$ci wzbogacania (state a) wzrost zawartosci sktadnika uzytecznego w nadawie o powoduje, ze
nastgpuje wzrost ilosci sktadnika uzytecznego zardwno w koncentracie B jak i w odpadzie 9, przy czym przy
statym uzysku sktadnika uzytecznego w koncentracie ¢ stosunek 9 do B rosnie liniowo z o. Oznacza to,
ze przy stalej selektywnos$ci procesu separacji a oraz stalym uzysku sktadnika uzytecznego w koncentracie ¢
wzrost zawarto$ci sktadnika uzytecznego w nadawie o powoduje wigkszy wzrost ilosci sktadnika uzytecznego
w odpadzie niz w koncentracie.

INFLUENCE OF FEED QUALITY ON QUALITY OF SEPARATION PRODUCTS EVALUATED BY MEANS
OF THE FUERSTENAU PLOT FOR SYMMETRICAL SEPARATION CURVES

Key words

Upgrading, separation, selectivity, flotation

Abstract

When mineral processing separation results, for either constant or varying quality of the feed, can be
approximated on the so-called Fuerstenau upgrading plots with the same one-fitting parameter «, then this
parameter can be used as a selectivity indicator. If the equation has a form € = a(100 — g,)/(a — €,), where €, stands
for recovery of non-useful component in tailing whilee is the recovery of useful component in the concentrate,
then at the same selectivity of upgrading (constant a) the increase of the useful component in the feed o results
in an increased amount of this component in both concentrate § and tailing 9, while the ratio of 9§ to f is
linearly dependent on o when ¢ is constant. Thus, at a constant selectivity a and constant € an increase in o leads
to a greater increase of the considered component in the tailing 9 than in the concentrate f.



