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Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane aspekty budowy modelu matematycznego na potrzeby programowania
efektywnej ekonomicznie strategii zarzadzania wydobyciem wegla kamiennego w warunkach gospodarki ryn-
kowej przy zalozeniu peinego i terminowego zaspokojenia popytu. Model przedstawiono na uproszczonych
przykiadach w celu pokazania podstaw teoretycznych sposobu jego budowy.

Wprowadzenie

Gomictwo wegla kamiennego funkcjonuje w specyficznych warunkach rynkowych,
ktére charakteryzuje m.in. sezonowos$¢ zapotrzebowania. Kopalnia jako zaktad produkcyjny
charakteryzuje si¢ réwniez okreslong specyfika. Z ekonomicznego punktu widzenia ob-
serwujemy duzy udziat kosztéw statych w ogdlnym koszcie produkcji. Marza pokrycia
kosztéw stalych jest tym mniejsza im wigksza jest produkcja, dlatego zdolno$¢ produkcyjna
kopalni powinna by¢ w maksymalnym stopniu wykorzystana. Innym specyficznym as-
pektem moze by¢ duzy udziat kosztéw osobowych i spora zaleznoi¢ od uwarunkowan
stymulujacych te koszty. Wynikaja stad duze ograniczenia odno$nie do elastycznego reago-
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wania na zmieniajace si¢ warunki na rynku. Z technicznego punktu widzenia nalezatoby
utrzymaé rytmiczng produkcje, z pelnym wykorzystaniem posiadanego potencjatu oso-
bowego i technicznego. Réwniez warunki geologiczno-gornicze niekiedy stymuluja ko-
nieczno$é utrzymywania minimalnych postgpoéw Scian. Nie w kazdych warunkach mozna
liczy¢ na natychmiastowa sprzedaz wydobytego wegla. Aspekty te wymuszaja niekiedy
konieczno$é wydobywania i zwatowania wegla w oczekiwaniu na przyszte zapotrzebowanie
rynkowe. Szczegdlnie uwidacznia si¢ to w miesiacach letnich, jednak kopalnia nie moze
pozwoli¢ sobie na wakacyjna przerwg¢ w produkcji. Istotnego znaczenia nabiera programo-
wanie wydobycia i sktadowania wegla w taki sposob, aby byto to racjonalne z ekonomicz-
nego punktu widzenia i spetnialo wszystkie uwarunkowania stymulujace funkcjonowanie
kopaln jako zakladéw produkcyjnych o szczegélnej specyfice.

W niniejszej pracy podj¢to probg sformutowania podstaw teoretycznych efektywnej
strategii wydobycia i skladowania wegla kamiennego w warunkach ograniczen wynikaja-
cych z uwarunkowan spofeczno-gospodarczych, w jakich funkcjonuja obecnie polskie
kopalnie wegla kamiennego. Zagadnienie sformutowano jako zadanie programowania dy-
namicznego.

Programowanie dynamiczne od wielu dziesigcioleci znajdowato zastosowanie do roz-
wiazywania problemdéw zarzadzania strategicznego. Szczegdlny rozw¢j programowania
dynamicznego datuje si¢ od sformutowania przez Bellmana zasady optymalnosci (Bellman,
Dreyfus 1967). Rozwijane jest nadal, o czym $wiadczy dos¢ liczna literatura, a z ostatniego
okresu mozna wymieni¢ prace Klimy (2005), Bylka i Rempaty (2003). Programowanie
dynamiczne jest jednym z elementéow badan operacyjnych, ktére doczekaly si¢ licznych
opracowan, czego klasycznym przyktadem moze by¢ praca Wagnera (1980).

Analiza literatury wykazala stosunkowo nieliczne zastosowania programowania dyna-
micznego do rozwiazywania zagadnien dotyczacych polskiego goérnictwa wegla kamien-
nego. Klasyczna pozycja literatury z tego zakresu moze by¢ praca Jaskowskiego (1975),
w ktérej zaprezentowano metod¢ optymalizacji programu rozwoju branzy przemystu
wydobywczego paliw, wykorzystujaca w procedurze optymalizacyjnej metody algorytm
programowania dynamicznego. Programowanie dynamiczne zastosowano réwniez do wyz-
naczania optymalnej wielkosci produkcji wegla kamiennego w Polsce w perspektywie
wieloletniej, czego przykiadem moze by¢ praca Tchérzewskiego (2003).

Wydaje sie¢ celowe siegniecie jeszcze raz do metod i modeli programowania dyna-
micznego, aby sformutowaé i zastosowa¢ w praktyce metod¢ programowania efektywnej
strategii wydobycia i sktadowania wegla w warunkach gospodarki rynkowej, opartej na
racjonalnym dostosowaniu wydobycia i skladowania wegla do pelego i terminowego
zaspokojenia popytu.

Sktadowanie wegla mozna traktowaé jako tworzenie zapasow gotowej produkcji cze-
kajacej na sprzedaz w dogodnym momencie. W celu opracowania programu produkcji
(w przypadku kopalin — wydobycia kopaliny uzytecznej) nalezy uwzglednic¢ nie tylko same
mozliwosci wydobywecze, ale rowniez mozliwosci w zakresie sktadowania gotowego pro-
duktu badz tez pélproduktu do tworzenia mieszanek lub do dalszej przerdbki. Niekiedy
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kopalni bedzie sie oplaca¢ wyprodukowaé wigcej niz wymaga popyt w danym okresie
i magazynowac nadwyzke az do momentu jej wykorzystania. Oczywiscie, wiaza¢ sie z tym
beda okreslone koszty (np. skladowania, ubezpieczenia, kapitalu pozyczonego na sfinan-
sowanie zapasoéw), ale moze okazac si¢, ze w dlugookresowym rozliczeniu beda one
uzasadnione z ekonomicznego punktu widzenia. Sformutowanie programu wydobywczego
minimalizujacego ogélne koszty produkcji i przechowywania zapaséw, przy zatozeniu
petnego i terminowego zaspokojenia popytu, mozna sformutowaé jako zadanie z obszaru
dynamicznego zarzadzania zapasami, ktére stanowi jedno z klasycznych zagadnien progra-
mowania dynamicznego i jest stosunkowo dobrze opisane w pracach z zakresu badan
operacyjnych. Nalezy przy tym uwzgledni¢ szczegdlna specyfike, jaka charakteryzuje funk-
cjonowanie kopalf w aktualnych warunkach spoteczno-gospodarczych polskiego gornictwa
weglowego.

Ponizej zaprezentowano podstawy teoretyczne elementarnych modeli zarzadzania za-
pasami w dostosowaniu do specyfiki funkcjonowania kopaln wegla kamiennego w Polsce.

1. Budowa podstaw modelu matematycznego

Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia dla pojedynczej kopalni:

X, — wydobycie w okresie ¢,

Sy — popyt (sprzedaz) w okresie ¢,

Z; — zapasy na koniec okresu ¢,

KX, — koszty wydobycia w okresie ¢,

KZ, — koszty skladowania zapasow w okresie ¢,

KXS, — koszty state wydobycia w okresie ¢,

kxz, — jednostkowe koszty zmienne wydobycia w okresie ¢,
KZS, — koszty state sktadowania zapasow w okresie ¢,

kzz, — jednostkowe koszty zmienne sktadowania zapaséw w okresie ¢,
XAMIN; - minimalne wydobycie kopalni w okresie ¢,

XMAX,; — maksymalna zdolno§¢ wydobywcza kopalni w okresie ¢,
ZMAX,; - maksymalna zdolnos¢ sktadowania zapaséw w okresie ¢,
N — liczba okreséw skiadajacych sie¢ na okres planistyczny.

1.1. Budowa modelu dla pojedynczej kopalni w okresie ¢
(np. rok, kwartat, miesiac) przy pominigciu zuzycia wtasnego

Wielko$¢ popytu (sprzedazy) w okresie ¢ mozna opisac zaleznoscia zapisana w sposéb

werbalny:

[popyt (sprzedaz) w okresie ] = [wydobycie w okresie £] -
— [zapasy na koniec okresu ¢]
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oraz wzorem:
Si=X-2,

Wielkosc¢ popytu w okresie f mozna okresli¢ z prognozy, a wielko$é wydobycia w okresie
t mozna opisa¢ wzorem:

X, =8 +Z7
Popyt powinien by¢ zaspokojony w pelni i terminowo — wynikaja stad dwa warunki
ograniczajace.
Pierwszy warunek ograniczajacy zapisany w sposob werbalny: [zapasy na Koniec

okresu ¢] = [zapasy na poczatku okresu ¢] + [wydobycie w okresie f] — [popyt (sprzedaz)
w okresie f] oraz wzorem:

Z;=Z,+X,-S
lub inaczej:
Zo+tX—-Z,=§
dla kazdego okresu ¢, t=1,2, ..., N
Drugi warunek ograniczajacy (o zaspokojeniu popytu) mozna sformutowaé nastepujaco:
poziom zapaséw na poczatku okresu i wielkos¢ produkcji w danym okresie powinny byé
wystarczajaco duze, aby zapasy na konicu okresu byly wielkoscia nieujeinna, stad:

Z,=0,1,2,... wkazdym okresiet, ¢=1,2,...,. N-1

Zapasy na koniec okresu planistycznego powinny by¢ sprzedane, stad zatozenie o likwi-
dacji zapasow w koncu okresu planistycznego zapisane wzorem:

ZN =0
Funkcja kosztéw dla okresu ¢ moze by¢ zapisana formula:
K, (KX, KZ) = KX, + KZ,

Poniewaz koszty wydobycia dziela si¢ na state i zmienne wzgledem wielkosci wydo-
bycia, stad wynika zapis:

KX, = KXS, + kxz, - X,
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Koszty sktadowania zapasow dziela si¢ na state i zmienne wzgledem wielkosci skiado-
wanych zapasow:

KZ[ = KZS[ + kZZ, : Z’

Funkcja celu zaktadajaca minimalizacje kosztu wydobycia i skfadowania zapaséw moze
by¢ ogélnie zapisana w nastgpujacy sposob:

N
F =Y K,(KX,,KZ,)—> min
t=1

Ograniczenia w modelu moga by¢ zapisane nastepujaco:
XMIN, £ X, £ XMAX,
Z=0,1,2,... w kazdym okresie t, t=1, 2, ..., N-1
Zi+ X -Z,=S5, dla kazdego okresu ¢, t=1,2,.... N
0<Z, <ZMAX,
Mozna réwniez sformulowaé inng funkcje celu — np. maksymalizacje wyniku finan-
sowego ze sprzedazy.
Oznaczajac dodatkowo:
C, — S$rednia cena zbytu w okresie ¢,
P, — przychody ze sprzedazy w okresie ¢,
mozna zapisac:

P(S,C)=S;-C,

Funkcja celu w postaci maksymalizacji wyniku finansowego ze sprzedazy moze byé
zapisana w nastgpujacy sposéb:

N
F=Z[P1(Stact)‘Kz(KXt,KZt)]—’max
t=1

Ograniczenia moga by¢ identyczne jak w przypadku funkcji kosztu.
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1.2. Sformutowanie dynamiczne problemu

Przyjgto nastgpujace oznaczenia:

Sp — popyt (sprzedaz) w okresie, w ktérym do konca horyzontu planu pozostato
jeszcze n okresow,

ky(xj) — koszt produkcji x jednostek oraz magazynowania j jednostek na koncu
okresu, ktorego od konca horyzontu planu dzieli jeszcze n okresow.

Przy przyje¢tych oznaczeniach:

s1=8y oraz s,=38
ki(xy) = Kn(x,)

Stan systemu produkcyjnego na poczatku kazdego z okreséw okre$laja zapasy na po-
czatku tego okresu, a znajomos$¢ procesu, jaki doprowadzit do uksztattowania si¢ zapaséw na
danym poziomie nie ma wplywu na biezace decyzje produkcyjne.

Niech:

() — wartoé¢ odpowiadajaca polityce minimalnych kosztéw, gdy poczatkowy
poziom zapaséw jest rowny /, a do korica okresu planistycznego pozostato
jeszcze n okreséw,

x,(i) — wielko$¢ produkcji odpowiadajaca f,(?)

Poniewaz wielko$¢ zapas6w na koniec okresu planistycznego z zalozenia jest rowna

zeru, mozna napisac: '

1(0)=0,(n=0)

Etap gdy n = 1: ’

— wielko$¢ zapasow i na poczatku okresu moze byé dowolng liczbg catkowita z prze-
dziahu [0,s,], wielko$¢ produkcji natomiast musi by¢ réwna s| —i po to, aby zaspokoi¢
caly popyt w ostatnim okresie. Wynika z tego:

Si() = ki(s1 -, 0), dla i=0,1,...,8
Etap gdy »n = 2:
-~ jesli zapas na poczatku tego okresu oznaczymy przez i, a poziom produkcji przez x,
to odpowiedni koszt jest réwny:
k2(xa i+ x_SZ) +fi(l +x —82 )9
przy zaltozeniu, ze zastosowali$my polityke optymalng dla » = 1.

Ilos¢ [i + x — s5] jest réwna zapasom na koniec okresu, a wielko$¢ i moze by¢ dowolng
liczba calkowita z przedziahu [0, s; + s3]
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DIa danego i catkowitoliczbowa wielko$¢ produkcji musi by¢ co najmniej réwna s, — 7,
aby zaspokoi¢ popyt w danym okresie, ale nie wigksza od s| + 52 — i, poniewaz zapas w koncu
horyzontu planu musi by¢ réwny 0. Optymalna wielko$cia x jést produkcja minimalizujaca
powyzsza sumg.

Dla » = 2 mozna wigc napisac:

So() =minfky(x, i +x—s;) + fi(i + x—5,)],

gdzie:
i=0,1,...,s1 +57, aminimalizujemy po wielko$ciach x z przedzialu [s5 — i, s) + 53— {].

Ogodlna postaé¢ zalezno$ci rekurencyjnej jest nastepujaca:
Juldy = min[ky(x, i + x —85) + fua(i + x = s)],
X

gdzie:
i=0,1,..,s +s+ ... +s,, a minimalizujemy po wielkosciach x z przedziah [s, — i,
sptsyt .. +s, -1l

2. Budowa modelu dla pojedynczej kopalni w okresie ¢
(np. rok, kwartal, miesigc) dla nieograniczonego horyzontu czasowego

Zmienna decyzyjna jest zmienna wielko§¢ produkcji [x], o ktdrej zaktadamy, ze jest
nieujemna liczba catkowita.
Oznaczamy:
KX(x) — odpowiednia funkcja kosztéw produkcji w kazdym okresie,
KZ(z) — funkcja kosztéw przechowywania zapaséw, gdzie z oznacza poziom
zapaséw na koniec okresu.
Zaktadamy, ze wielko§¢ popytu jest stala we wszystkich okresach i jest réwna S
(S jest liczba catkowita dodatnia), oraz z¢ caly popyt musi by¢ zaspokojony bez op6z-
nien. '
Jednookresowy wspoétczynnik dyskonta (Wagner 1980) wynosi o, gdzie 0 < o < 1.
Zdefiniujemy:
fu(D) = [obecna warto§é¢ optymalnej polityki produkcyjnej, gdy poczatkowe zapasy sa
rowne i oraz do korica pozostalo n okreséw].
- Przy powyzszych zalozeniach zalezno$é¢ rekurencyjna programowania dynamicznego
dla modelu o skonczonym horyzoncie ma postac:

Juld) = min[KX(x) + KZ(i + x - 8) + af (i + x = S)],
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gdzie wyrazenie w nawiasach minimalizujemy po wszystkich nieujemnych wartosciach
catkowitych x > S — ..

Odpowiednikiem powyzszego wzoru dla przypadku nieograniczonego horyzontu jest:

fi) = min[KX(x) + KZ(i + x - S) + af(i + x— 5)], (0 < o < 1)

W tym przypadku f (i) mozemy interpretowac jako obecna warto$¢ polityki optymalne;j
w nieograniczonym horyzoncie przy zatozeniu, ze poziom poczatkowych zapaséw w bieza-
cym okresie jest rowny i.

Réwnanie to jest nazywane réwnaniem ekstremalnym. Mozna tu przytoczy¢ twierdzenie
o polityce stacjonarnej (Wagner 1980): ,,zawsze istnieje skoficzona warto$¢ y;, speliajaca
réwnanie ekstremalne, a odpowiadajaca jej polityka stacjonarna jest polityka optymalna
w klasie wszystkich mozliwych polityk”.

3. Uogdlnienie problemu na wielozakladowe przedsigbiorstwo gérnicze

Przyjgto nastgpujace oznaczenia:

kak’t
KZS](J
kZZk,,

XMIN,
XMAXy
ZMAX,,
N

indeks kopalni w wielozaktadowym przedsigbiorstwie gdérniczym,
k=1,2, .., K

liczba kopalf w wielozaktadowym przedsigbiorstwie gérniczym,
wydobycie k-tej kopalni w okresie ¢,

popyt (sprzedaz) k-tej kopalni w okresie ¢,

zapasy k-tej kopalni na koniec okresu ¢,

koszty wydobycia k-tej kopalni w okresie ¢,

koszty skladowania zapaséw k-tej kopalni w okresie ¢,

koszty state wydobycia k-tej kopalni w okresie ¢,

jednostkowe koszty zmienne wydobycia k-tej kopalni w okresie ¢,
koszty state skladowania zapaséw k-tej kopalni w okresie ¢,
jednostkowe koszty zmienne skladowania zapaséw i-tej Kopalni
w okresie ¢,

minimalne wydobycie k-tej kopalni w okresie ¢,

maksymalna zdolno§¢ wydobywcza k-tej kopalni w okresie ¢,
maksymalna zdolno$é¢ skladowania zapaséw k-tej kopalni w okresie ¢,
liczba okresow skladajacych si¢ na okres planistyczny.

Wielkos¢ popytu (sprzedazy) k-tej kopalni w okresie + mozna opisa¢ zaleznoscia:

S]‘»"=Xk,{_Zk,‘
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Wielkos¢ popytu 4-tej kopalni w okresie ¢ moze wynika¢ z prognozy, a wielkosé
wydobycia 4-tej kopalni w okresie  mozna opisa¢ wzorem:

Xt =Sk +Zyy
Popyt powinien by¢ zaspokojony w peni i terminowo — wynikajg stad dwa warunki
ograniczajace.
Pierwszy warunek ograniczajacy:
Zk,l = Zki-1 +Xk,t = Sk,t
lub inaczej:
Zipr Y Xt — 2y, = Sk,l
dla kazdego okresu ¢, t=1,2, ..., N
Drugi warunek ograniczajacy (o zaspokojeniu popytu): poziom zapaséw na poczatku
okresu i wielko$¢ produkcji w danym okresie powinny by¢ wystarczajaco duze, aby zapasy
na koncu okresu byly wielkoscia nieujemna;
Z=0,1,2, ... wkazdym okresie t, t=1, 2, ..., N-1
Zalozenie o likwidacji zapaséw w koncu okresu planistycznego (w przypadku determi-
nistycznym) moze by¢ zapisane nastepujaco: Zpy =0
Funkcja kosztow k-tej kopalni dla okresu t posiada ogélna postac:
Ky A KXy1, KZy ) = KXp + K23,
Koszty wydobycia 4-tej kopalni dziela si¢ na stale i zmienne:
KX]{,( — ICYS];'( = I’(ka'( " Xk‘f
Koszty skltadowania zapasow k-tej kopalni dzielg si¢ na state i zmienne:

KZy = KZSi, + kzzi, - Zyy

Funkcja celu 1 — minimalizacja funkcji kosztéw wydobycia i skladowania zapaséw
w wielozaktadowym przedsigbiorstwie gérniczym:

K
> Ky (KX, KZ) ;) —> min
1 k=1

M=

F_—_

~
1l
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Ograniczenia:
XMIN, < X, < XMAX,,

Zyy=0,1,2, ... wkazdym okresie £, t = 1, 2, ..., N-1
Zip1 + Xyp - Zk, Sk dla kazdego okresu ¢, £ = 1, 2, ..., N

0 < Zy, < ZMAXy,

Funkcja celu 2 — maksymalizacja wyniku finansowego ze sprzedazy z uwzglednieniem
kosztéw sktadowania zapaséw w wielozakladowym przedsigbiorstwie gérniczym:

[v]z

K
F= Z[Pk,t SkrsCrp)—Kp (KX ¢, KZ ;)] > max

1 k=1

~
Il

Ograniczenia identyczne jak w przypadku funkcji celu 1.
Ogolny algorytm metody w przypadku wielozaktadowego przedsigbiorstwa gérniczego
mozna podzieli¢ na nastgpujace etapy:
1. Wezytanie danych o kopalniach.
2. Okreslenie wielko$ci kosztow statych i zmiennych wydobycia oraz skladowania zapaséw.
3. Przyjecie prognozy zapotrzebowania na wegiel dla horyzontu planistycznego.
4. Utworzenie tablicy wariantéw funkcjonowania kopaln z uwzglednieniem przedziatéw
dopuszczalnego wydobycia i mozliwosci sktadowania zapaséw.
5. Optymalizacja zgodnie z przyjetym kryterium i ograniczeniami, z wykorzystaniem algo-
rytmu programowania dynamicznego.
6. Wydruk i interpretacja wynikéw obliczen oraz sformutowanie wnioskow.

Podsumowanie

W pracy zaprezentowano wybrane aspekty budowy modelu matematycznego na potrzeby
programowania efektywnej ekonomicznie strategii wydobycia i sklfadowania wegla kamien-
nego w warunkach gospodarki rynkowej, przy zatozeniu petnego i terminowego zaspo-
kojenia popytu. Model przedstawiono na uproszczonych przyktadach w celu pokazania jego
podstaw teoretycznych, w praktyce jest on jednak bardziej ztozony. Szczegélnego wymiaru
nabiera aspekt niepewnosci i ryzyka zwiazany z losowym charakterem przysziego popytu.
Model rozwijany jest w kierunku stochastycznego ujecia, jak rowniez w kierunku opro-
gramowania i zaprezentowania wynikéw praktycznych obliczen. Badania na podjgta prob-
lematyka sa kontynuowane.
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MAKSYMILIAN KLANK

PROGRAMMING OF ECONOMICALLY EFFECTIVE MANAGEMENT STRATEGY OF HARD COAL PRODUCTION
IN THE MARKET ECONOMY CONDITIONS
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Abstract

In the paper there are presented selected aspects of mathematical modeling assigned for programming
economically effective management strategy of hard coal production in the market economy conditions,
with an assumption of full and prompt demand covering. The model is described on simplified examples showing
a basic idea of its construction.



