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WNIOSKOWANIE O RZ DZIE KOINTEGRACJI DLA MODELU VEC 
ZE SK ADNIKIEM LOSOWYM Z ROZK ADU SU JOHNSONA1

1. WPROWADZENIE

Wnioskowanie o rz dzie kointegracji za pomoc  statystyki opartej na regule 
ilorazu wiarygodno ci przeprowadzane jest najcz ciej przy za o eniu, e sk adnik 
losowy jest generowany przez wielowymiarowy proces gaussowskiego bia ego szumu. 
Wery  kacja tego za o enia w praktyce modelowania szeregów zintegrowanych 
wymusza zwykle uwzgl dnienie w modelu VAR wielu zmiennych sztucznych dla 
odpowiednich obserwacji nietypowych. Jednak konsekwencj  w czenia do modelu 
zmiennych sztucznych i pomini cia informacji zwi zanej z obserwacjami zakwa-
li  kowanymi jako nietypowe jest spadek mocy testu, co w ma olicznych próbach 
mo e nazbyt cz sto prowadzi  do uzyskania wskaza  testu, które nie odpowiadaj  
procesowi generuj cemu system. Interesuj ce jest zatem rozwa enie mo liwo ci 
wnioskowania o rz dzie kointegracji przed ewentualnym uwzgl dnieniem w modelu 
zmiennych sztucznych i zbadanie w a ciwo ci rozwa anych testów ma opróbkowych 
rz du kointegracji, gdy sk adnik losowy jest generowany przez rozk ad sko ny, lepto- 
albo platykurtyczny.

Statystyka ilorazu wiarygodno ci, jak równie  estymator parametrów struktural-
nych, wyprowadzone s  przy za o eniu, e sk adnik losowy generowany jest przez 
wielowymiarowy proces gaussowskiego bia ego szumu – t  ~  Np(0;  ). Jednak e ich 
rozk ady asymptotyczne zosta y wywiedzione dla bardziej ogólnego za o enia, e 

t  ~  IID(0;  ) (zob. Johansen, 1996, s. 141). St d uchylenie za o enia t  ~  Np(0;  ) 
nie zaburza asymptotycznych w a ciwo ci testów, gdy t  ~  IID(0;  ), cho  mo e 
prowadzi  do zmiany ma opróbkowych w a ciwo ci statystyk oraz estymatorów 
parametrów (por. np. Gonzalo, 1994). Toda (1994, 1995) formu uje przypuszcze-
nie, e ma opróbkowe w a ciwo ci testu LR rz du kointegracji ulegn  pogorszeniu, 

1 Artyku  przedstawia wybrane wyniki z rozprawy doktorskiej autora pt. „Ma opróbkowe wniosko-
wanie o rz dzie kointegracji”, obronionej w 2009 roku na Wydziale Ekonomiczno-Socjologicznym Uni-
wersytetu ódzkiego. Praca naukowa  nansowana ze rodków MNiSW jako projekt badawczy nr N111 
019 31/2139 pt.: „Ma opróbkowe wnioskowanie o rz dzie kointegracji”. Autor pragnie podzi kowa  
Recenzentom za wniesione uwagi.
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gdy sk adnik losowy procesu generuj cego dane nie b dzie pochodzi  z rozk adu 
normalnego.

W artykule przedstawione zostan  wyniki analiz Monte Carlo w asno ci testów 
rz du kointegracji, gdy sk adnik losowy nie jest generowany przez proces bia oszu-
mowy, lecz pochodzi z rozk adu sko nego, lepto- albo platykurtycznego, nale cego 
do rodziny rozk adów SU zaproponowanej przez Johnsona (1949). Sko no  oraz 
leptokurtyczno  rozk adu reszt s  typowymi cechami modelu VAR na przyk ad 
w przypadku modelowania zmiennych z rynków  nansowych. Uwzgl dnienie tych 
cech explicite prowadzi do hybrydowych modeli VEC, w których reszty generowane 
s  za pomoc  procesu SV lub zawieraj  efekt ARCH (zob. Pajor, 2006). W cz -
ci 2. omówiono sposób generowania zmiennej z rozk adu SU oraz, na przyk adzie, 

przedstawiono u yteczno  tego rozk adu do opisu niegaussowskiego rozk adu reszt. 
Cz  3. przedstawia wyniki analiz Monte Carlo w asno ci ma opróbkowych testów 
rz du kointegracji. Cz  4. zawiera wnioski podsumowuj ce badanie.

2. ROZK AD SU A ROZK AD EMPIRYCZNY RESZT

Analiz  Monte Carlo ma opróbkowych w asno ci testów rz du kointegracji, gdy 
sk adnik losowy jest generowany przez rozk ad sko ny, lepto- albo platykurtyczny 
przeprowadzono za pomoc  rozk adu SU zaproponowanego przez Johnsona (1949). 
Rozk ad ten posiada cztery niezale ne momenty, jest okre lony na dziedzinie liczb 
rzeczywistych, zmienna z tego rozk adu powstaje w wyniku przekszta cenia zmiennej 
z rozk adu normalnego.

Zmienne z rodziny rozk adów zaproponowanych przez Johnsona (1949) otrzymy-
wane s  w wyniku zastosowania przekszta cenia zaproponowanego przez Edgewortha 
(1898):

 1t
t

x az a a f
a

, (1)

gdzie zt jest zmienn  pochodz c  ze standaryzowanego rozk adu normalnego, a1 i a2 to 
parametry odpowiednio warto ci oczekiwanej i wariancji, parametry a3 i a4 okre laj , 
sko no  i kurtoz  zmiennej xt, przy za o eniu symetryczno ci funkcji transformacji 
(zob. Johnson, 1949), xt jest zmienn  pochodz c  z rozk adu konstruowanego, a f  ( )  
oznacza funkcj , zale n  od okre lonej liczby parametrów. Zmienna z rozk adu SU, 
oznaczona symbolem xt, de  niowana jest za pomoc  nast puj cego przekszta cenia:
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sk d wynika, e:

 1 1
t tz a a z a a t

t
z aa ax a e e a

a
. (3)

Zmienna z rozk adu SU posiada cztery niezale ne momenty, które s  okre lone 
jako (por. Johnson, 1949):

 c c , (4)

 c c c , (5)

 c c c c c c , (6)

c c c c c c c c c c , (7)

gdzie i oznacza moment centralny rz du i, i  to moment zwyk y rz du i, 1
ac e   

oraz c2  =  a3  a4. Odpowiedni wybór parametrów  a1,  …,  a4 umo liwia zatem kon-
strukcj  zmiennej z rozk adu ; ; ;US b b  o zadanych czterech pierwszych 
momentach dla okre lonego obszaru w przestrzeni, wyznaczonej przez kwadrat 
trzeciego momentu standaryzowanego 1b  i czwarty moment standaryzowany (b2), 
ograniczonego lini  b2  –  b1  –  1=  0 dla rozk adów otrzymywanych w wyniku prze-
kszta cenia logarytmiczno-normalnego (por. Johnson, 1949).

Rysunek A1 (zob. aneks) stanowi przyk ad histogramu standaryzowanych reszt 
równania w modelu VECM bez zmiennych sztucznych, dla którego jednowymiarowe 
testy normalno ci odrzucaj  hipotez , e reszty te mog  by  realizacjami procesu 
gaussowskiego bia ego szumu. Graniczny poziom istotno ci jest bliski zera, co wynika 
z faktu, e rozk ad reszt jest leptokurtyczny i lewostronnie sko ny. W tle rysunku 
A1 pokazano histogram standaryzowanego rozk adu normalnego. Z kolei rysunek A2 
zestawia histogramy rozk adu SU oraz normalnego.
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3. W A CI  WO CI METOD WNIOSKOWANIA MA OPRÓBKOWEGO 
DLA SK ADNIKA LOSOWEGO Z ROZK ADU SU

Porównanie w a ciwo ci testów przeprowadzono dla sk adnika losowego pocho-
dz cego z rozk adu SU  (0;1; –0,75;6), gdzie a1 = 0,5617, a2 = 1,4025, a3 = 0,5923 
i a4 = 1,7682, oraz sk adnika losowego generowanego przez proces gaussowskiego 
bia ego szumu. Badanie zniekszta cenia rozmiaru testów wykonano dla systemu 
zawieraj cego pi  zmiennych b d cych realizacj  procesu zintegrowanego w stopniu 
pierwszym oraz cztery wspólne trendy stochastyczne. Za o ono, e warto  ocze-
kiwana zmiennych mo e by  niezerowa i nie wyst puje trend liniowy w poziomie 
zmiennych, zatem jedynym sk adnikiem deterministycznym jest sta a ograniczona do 
przestrzeni kointegruj cej wektorowego modelu korekty b dem (VEC), postaci:

 
T

1 1 1t t t ty y B , (8)

gdzie yt  =  [y1t  y2t  …  yPt], A i B s  macierzami parametrów o wymiarach P  ×  R 
i pe nego rz du, 1 jest macierz  parametrów o wymiarach P  ×  P,  jest R-elemento-
wym wektorem parametrów, a R oznacza rz d kointegracji.

Porównanie rozmiaru empirycznego i mocy przeprowadzono dla siedmiu testów: 
(i) standardowego testu ilorazu wiarygodno ci – LR (Johansen, 1988), (ii) testu LR 
z poprawk  Bartletta – LRBC (Johansen, 2002), (iii) testu LR z poprawk  Reinsela 
i Ahna – LRRA (Reinsel, Ahn, 1989, 1992; Reimers, 1992), (iv) testu LR z poprawk  
Cheunga i Laia – LRCL (Cheung, Lai, 1993), (v) testu LR z poprawk  Hansena i Rah-
beka – LRHR (Hansen, Rahbek 2002), (vi) bootstrapowego testu LR – LRB (Swensen, 
2006), (vii) bootstrapowego testu LR z poprawk  Bartletta – LRBCB (K b owski, 
2009, 2013). W ka dym eksperymencie wyznaczano 10 tys. replikacji. Dla przyj tego 
rozmiaru nominalnego testu 5%, odchylenie standardowe rozmiaru wynosi wówczas 
0,0022 (zob. szerszy opis testów i eksperymentów Monte Carlo w: K b owski, 
2013).

Eksperymenty zakodowane zosta y w j zyku programowania RATS 6.3 (kod ró-
d owy w: K b owski, 2009). Obliczenia przeprowadzano na komputerze klasy Intel 
Core2 1,83GHz. Czas trwania pojedynczego eksperymentu Monte Carlo (tj. cznie 
dla 1,0e4  1,0e3  =  1,0e7 replikacji) dla T  =  50 oraz T  =  100 wyniós  odpowiednio oko o 
20 i 36 godzin.

Porównanie zniekszta cenia rozmiaru ma opróbkowych testów rz du kointegracji 
przeprowadzono za pomoc  procesu (8), gdzie warto ci startowe pochodz  ze stan-
daryzowanego rozk adu normalnego, a pierwsze sto obserwacji jest odrzucanych. 
Parametry procesu generuj cego dane (DGP) w wersji bazowej (P  =  5, R  =  1) okre-
lono jako: B  =  [1  0  –1  0  0]T, A  =  [   0  0  0  0]T,   =  1, 1  =   I oraz t  ~  Np(0;  )  

i   =  I. Przyj to d ugo  próby T  =  50. Wyniki przedstawiono w tabelach 1. i 2. dla: 
szybko ci mechanizmu korekty b dem (parametr , wyniki w wierszach) oraz si y 
efektów krótkookresowych (parametr , wyniki w kolumnach).
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Tabela 1.
Empiryczny rozmiar (w %) testów ma opróbkowych, P  =  5, R  =  1, T  =  50, DGP (8), 

sk adnik losowy generowany przez rozk ad SU (0; 1; –0,75; 6)

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1

LR 8,5 9,7 17,0 31,4 67,5 98,9

LRBC 0,8 0,5 0,7 0,9 1,1 2,6

LRRA 0,3 0,4 1,1 3,4 17,1 81,4

LRCL 0,5 0,5 1,7 4,5 20,8 84,8

LRHR 2,4 2,8 6,1 13,2 41,6 94,9

LRB 0,2 0,2 0,3 0,6 1,0 8,5

LRBCB 0,3 0,3 0,4 0,7 1,0 1,2

-0,2

LR 9,6 11,9 19,8 35,7 68,7 98,3

LRBC 1,0 1,0 1,2 1,4 2,5 2,5

LRRA 0,5 0,8 1,6 4,4 19,9 78,9

LRCL 0,7 1,1 2,2 5,6 23,8 82,4

LRHR 2,8 3,9 7,1 16,0 44,8 93,4

LRB 0,4 0,5 0,6 0,7 2,1 10,0

LRBCB 0,5 0,6 0,7 1,0 2,0 1,9

-0,4

LR 13,0 15,9 24,3 39,7 70,1 96,6

LRBC 1,8 1,9 2,3 3,1 4,4 1,7

LRRA 0,6 1,0 2,0 6,0 23,5 70,6

LRCL 1,0 1,5 2,9 7,7 27,7 74,8

LRHR 4,1 5,6 9,4 20,1 47,6 89,3

LRB 0,6 0,7 0,8 1,5 3,5 9,4

LRBCB 0,9 0,9 1,2 2,1 3,9 1,8

-0,6

LR 15,5 17,6 26,5 42,3 69,0 95,5

LRBC 2,4 2,9 3,7 4,9 4,6 1,2

LRRA 0,9 1,3 3,0 7,6 23,6 66,6

LRCL 1,2 1,8 4,0 9,6 27,3 71,1

LRHR 5,1 6,1 11,3 21,9 47,3 86,7

LRB 0,9 0,9 1,5 2,5 4,2 8,9

LRBCB 1,1 1,3 2,1 3,3 4,5 1,6
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-0,8

LR 16,5 19,1 26,8 42,1 68,0 95,3

LRBC 3,4 3,7 4,2 5,6 4,9 1,1

LRRA 1,4 1,7 3,0 8,3 23,8 64,6

LRCL 1,9 2,3 4,0 10,1 27,3 69,4

LRHR 5,8 7,4 11,6 23,0 46,6 85,8

LRB 1,2 1,4 1,6 2,4 4,8 9,3

LRBCB 1,7 1,8 2,2 3,6 5,4 1,9

-0,9

LR 16,7 19,7 27,4 42,4 67,5 95,4

LRBC 3,5 3,8 4,9 5,7 4,6 0,9

LRRA 1,0 1,6 3,6 8,4 22,3 64,7

LRCL 1,4 2,3 4,6 10,5 25,8 69,3

LRHR 6,3 7,2 12,3 22,4 45,6 85,5

LRB 1,1 1,6 1,9 2,8 4,5 9,0

LRBCB 1,4 1,9 2,6 3,7 5,0 1,7

Tabela 2.
Empiryczny rozmiar (w %) testów ma opróbkowych, P  =  5, R  =  1, T  =  50, DGP (8), 

sk adnik losowy generowany przez proces gaussowskiego bia ego szumu

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1

LR 7,4 9,9 16,4 32,8 66,0 98,9

LRBC 0,5 0,6 0,8 1,0 1,2 2,9

LRRA 0,2 0,5 1,1 3,7 17,0 81,2

LRCL 0,3 0,5 1,4 4,8 20,7 84,5

LRHR 1,9 2,5 5,2 14,2 41,8 94,9

LRB 0,2 0,2 0,5 0,5 1,2 8,6

LRBCB 0,2 0,3 0,6 0,7 1,0 1,2

-0,2

LR 9,4 11,9 19,4 36,0 69,8 98,4

LRBC 0,9 0,9 1,2 1,4 2,5 2,6

LRRA 0,4 0,6 1,4 4,5 20,3 79,2

LRCL 0,6 0,8 1,8 5,8 24,5 83,1

LRHR 2,4 3,6 7,0 15,9 45,7 93,9

LRB 0,4 0,4 0,5 0,7 1,8 10,0

LRBCB 0,4 0,5 0,7 1,0 1,9 1,7

Tabela 1.
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-0,4

LR 13,2 15,6 24,4 40,6 70,6 97,0

LRBC 1,8 1,9 2,5 3,4 4,2 1,8

LRRA 0,8 1,0 2,5 6,7 23,6 71,3

LRCL 1,2 1,4 3,3 8,5 27,6 75,9

LRHR 4,2 5,3 9,6 20,4 48,4 89,4

LRB 0,6 0,7 1,0 1,5 3,6 9,5

LRBCB 0,9 0,9 1,4 2,1 3,8 1,8

-0,6

LR 15,0 17,8 25,5 41,7 68,4 96,0

LRBC 2,4 2,7 3,3 4,6 4,9 1,5

LRRA 0,9 1,2 2,9 7,9 23,1 67,0

LRCL 1,3 1,7 3,7 9,9 27,2 71,8

LRHR 4,7 6,3 10,5 22,2 47,5 87,4

LRB 0,8 0,9 1,3 2,2 4,0 9,2

LRBCB 1,0 1,3 1,8 3,0 4,4 1,7

-0,8

LR 15,5 19,5 27,3 42,6 69,0 95,8

LRBC 2,8 3,5 4,5 5,0 5,0 1,0

LRRA 0,9 1,4 3,3 7,9 23,3 66,0

LRCL 1,3 1,8 4,3 9,7 27,1 70,3

LRHR 5,0 7,1 11,6 22,2 47,2 86,8

LRB 1,0 1,1 1,8 2,7 4,6 9,3

LRBCB 1,2 1,4 2,3 3,4 5,1 1,6

-0,9

LR 16,3 18,5 28,3 42,4 67,8 95,3

LRBC 3,5 3,6 4,6 5,3 4,3 1,0

LRRA 1,2 1,4 3,2 8,0 22,5 64,0

LRCL 1,6 2,0 4,2 10,1 26,6 68,8

LRHR 6,0 6,8 12,1 22,9 46,0 85,4

LRB 1,2 1,2 1,9 2,5 4,4 8,5

LRBCB 1,5 1,6 2,4 3,6 4,7 1,6

Wyniki eksperymentów Monte Carlo zestawione w tabeli 1 nie ró ni  si  istotnie 
od wyników eksperymentów dla przypadku, gdy sk adnik losowy jest generowany 
przez proces gaussowskiego bia ego szumu (tabela 2). Zatem, w przypadku gdy 
sk adnik losowy pochodzi z rozk adu sko nego, leptokurtycznego, wówczas testy 
rz du kointegracji oparte na regule ilorazu wiarygodno ci s  odporne, ze wzgl du 

Tabela 2.
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na rozmiar testu, na niespe nienie za o enia, e sk adnik losowy pochodzi z rozk adu 
normalnego, dla rozwa anych obszarów w przestrzeni parametrycznej (por. przeciwne 
przypuszczenie sformu owane przez Tod , 1994, 1995 oraz podobny wniosek dla testu 
asymptotycznego w: Cheung i Lai, 1993). 

W przypadku gdy sk adnik losowy jest generowany przez rozk ad sko ny, lepto-
kurtyczny (albo platykurtyczny), wówczas w a ciwa strategia ma opróbkowego 
wnioskowania o rz dzie kointegracji polega na wery  kacji rz du kointegracji przed 
ewentualnym w czeniem zmiennych sztucznych do modelu. Nale y jednak zauwa-
y , e gdy sko no  i leptokurtyczno  reszt wynika z innych przyczyn, na przyk ad 

takich jak nieuwzgl dnione zmiany strukturalne, wówczas w a ciwa strategia wnio-
skowania wymaga zawarcia odpowiednich zmiennych deterministycznych w modelu 
VEC, przed wery  kacj  rz du kointegracji (zob. np. Johansen i in., 2000).

Analiza mocy ma opróbkowych testów rz du kointegracji dla sk adnika losowego 
pochodz cego z rozk adu sko nego, leptokurtycznego przeprowadzona zosta a dla 
analogicznego system pi ciu zmiennych stochastycznych b d cych realizacj  pro-
cesu zintegrowanego w stopniu pierwszym, w którym wyst puj  trzy wspólne trendy 
stochastyczne dla (prawdziwej) hipotezy alternatywnej (por. K b owski, 2013). DGP 
zosta  okre lony nast puj co:

 
T T

1 1 1 1 1 1 1
DGP DGP DGP DGP
t t t t ty y B , (9)

gdzie B1 i A1 s  macierzami parametrów o wymiarach P  ×  (R  –  r) i pe nego rz du, 
1 oznacza (R  –  r)-elementowy wektor parametrów, a r to wery  kowany rz d koin-

tegracji (r  <  R).

Tabela 3.
Relatywne prawdopodobie stwa odrzucenia hipotezy zerowej (w %), P  =  5, r  =  1, R  =  2, T  =  50, 

DGP (9), sk adnik losowy generowany przez rozk ad SU (0; 1; –0,75; 6)

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1

LR 9,4 12,3 21,1 36,8 72,7 99,6

LRBC 0,7 0,8 1,0 1,4 2,3 10,1

LRRA 0,3 0,6 1,5 4,8 22,3 90,9

LRCL 0,5 0,8 2,1 6,2 26,9 92,8

LRHR 2,9 3,7 7,5 16,9 49,3 97,7

LRB 0,3 0,4 0,5 0,7 1,8 21,0

LRBCB 0,3 0,5 0,7 1,0 1,6 4,5
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-0,2

LR 15,2 18,8 29,8 48,3 81,9 99,8

LRBC 1,8 2,0 2,7 4,0 8,3 18,6

LRRA 1,0 1,4 3,1 8,8 33,8 94,8

LRCL 1,3 1,9 4,0 10,9 38,3 95,8

LRHR 4,7 6,7 12,4 25,5 61,8 98,8

LRB 0,9 1,0 1,4 2,2 5,5 42,3

LRBCB 1,0 1,2 1,7 2,8 5,6 15,6

-0,4

LR 28,2 34,4 48,2 70,9 95,2 99,9

LRBC 5,8 7,1 9,7 15,8 33,0 39,6

LRRA 2,7 3,8 8,0 21,0 65,9 98,9

LRCL 3,7 5,0 1,0 25,1 70,3 99,1

LRHR 11,5 15,1 24,2 46,7 85,5 99,8

LRB 2,9 3,4 4,4 8,8 27,9 81,3

LRBCB 3,5 4,2 5,8 11,1 29,2 50,0

-0,6

LR 42,1 49,0 65,8 86,6 99,2 99,9

LRBC 13,5 16,1 21,9 35,8 61,3 57,5

LRRA 5,6 8,0 15,9 40,6 86,3 99,8

LRCL 7,1 10,3 19,4 45,6 89,1 99,9

LRHR 19,8 25,1 40,5 68,3 96,3 99,9

LRB 6,3 8,0 11,7 24,2 60,2 95,0

LRBCB 7,7 9,8 14,2 28,2 61,5 73,4

-0,8

LR 53,8 61,2 78,7 95,3 99,8 99,9

LRBC 22,4 26,5 38,4 59,1 81,0 70,4

LRRA 9,6 12,9 28,0 62,5 95,3 99,9

LRCL 12,3 16,2 32,9 67,3 96,5 99,9

LRHR 28,7 35,6 55,8 85,1 99,0 99,9

LRB 11,8 14,1 23,5 45,7 82,6 98,6

LRBCB 13,9 16,8 27,3 50,5 83,3 85,6

-0,9

LR 59,5 66,0 83,5 97,1 99,9 99,9

LRBC 27,2 31,6 45,9 68,3 87,1 74,1

LRRA 12,0 16,1 34,6 71,0 97,4 99,9

LRCL 15,1 19,7 39,8 75,1 98,0 99,9

LRHR 33,5 41,1 63,2 89,5 99,5 99,9

LRB 15,1 18,1 30,3 56,9 89,3 99,4

LRBCB 17,6 20,8 34,5 61,4 89,6 88,9

Tabela 3.
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Tabela 4.
Relatywne prawdopodobie stwa odrzucenia hipotezy zerowej (w %), P  =  5, r  =  1, R  =  2, T  =  50, 

DGP (9), sk adnik losowy generowany przez proces gaussowskiego bia ego szumu

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1

LR 9,1 11,4 19,4 38,1 72,9 99,6

LRBC 0,7 0,8 1,0 1,1 2,2 10,2

LRRA 0,4 0,7 1,3 4,6 21,5 90,3

LRCL 0,5 0,8 2,0 6,0 25,4 92,3

LRHR 2,6 3,7 7,7 17,1 47,9 98,0

LRB 0,4 0,3 0,5 0,6 1,5 20,6

LRBCB 0,4 0,4 0,7 0,7 1,3 4,9

-0,2

LR 14,6 17,7 28,6 48,4 82,1 99,8

LRBC 1,7 1,9 23,5 3,8 7,7 18,3

LRRA 0,9 1,2 2,8 8,1 34,1 95,4

LRCL 1,2 1,6 3,8 10,5 39,2 96,3

LRHR 4,8 6,7 11,7 25,2 62,8 98,9

LRB 0,8 0,9 1,1 1,9 5,1 43,5

LRBCB 1,0 1,0 1,7 2,6 5,1 15,6

-0,4

LR 28,2 33,5 48,8 70,5 95,5 99,9

LRBC 5,8 6,6 10,1 15,7 32,5 40,1

LRRA 2,5 3,8 8,4 20,8 64,9 99,0

LRCL 3,4 4,8 10,6 24,8 69,4 99,2

LRHR 10,9 14,8 25,3 46,2 86,1 99,8

LRB 2,7 3,4 5,1 9,1 27,9 81,7

LRBCB 3,4 4,2 6,5 11,2 29,3 49,7

-0,6

LR 42,5 48,3 64,9 87,2 99,1 99,9

LRBC 13,5 15,6 22,1 36,9 60,6 58,9

LRRA 5,7 7,9 15,9 41,1 86,2 99,9

LRCL 7,7 10,0 19,3 46,4 88,7 99,9

LRHR 19,5 24,8 40,1 68,7 96,0 99,9

LRB 6,7 8,0 11,7 24,7 60,0 95,5

LRBCB 8,2 9,4 14,3 28,8 61,2 74,4
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-0,8

LR 54,1 60,7 79,3 95,2 99,8 99,9

LRBC 23,2 26,0 37,6 59,2 81,8 70,0

LRRA 9,6 13,2 27,4 62,4 95,5 99,9

LRCL 12,2 16,6 32,2 67,2 96,4 99,9

LRHR 29,0 35,1 55,9 84,8 99,0 99,9

LRB 12,0 14,3 23,5 46,6 83,2 98,9

LRBCB 14,1 16,9 27,7 51,4 84,1 86,2

-0,9

LR 58,9 66,3 84,6 97,2 99,9 99,9

LRBC 26,9 31,6 45,2 67,5 87,6 75,3

LRRA 11,5 16,0 33,1 70,3 97,1 99,9

LRCL 14,4 19,6 38,5 74,6 97,9 99,9

LRHR 32,7 40,3 62,9 89,8 99,6 99,9

LRB 14,6 18,2 29,5 56,4 89,3 99,5

LRBCB 17,0 21,1 33,5 60,9 89,8 89,8

Tabela 5.
Moc testu (w %) dla rozmiaru równego 5%, P  =  5, r  =  1, R  =  2, T  =  50, 
DGP (9), sk adnik losowy generowany przez rozk ad SU (0; 1; –0,75; 6)

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1
LR 6,1 6,8 6,7 6,6 7,2 15,3

LRBC 5,9 6,4 7,0 6,5 8,2 15,3

-0,2
LR 8,2 9,3 9,5 10,2 11,1 29,7

LRBC 7,7 9,1 9,9 10,9 14,9 27,6

-0,4
LR 13,5 14,9 15,4 18,1 28,7 66,2

LRBC 14,9 16,1 17,3 21,6 35,0 53,7

-0,6
LR 19,2 21,1 23,9 32,5 54,9 86,6

LRBC 20,8 23,9 28,2 37,6 61,3 72,9

-0,8
LR 25,6 28,3 36,3 50,8 76,9 95,2

LRBC 29,1 32,4 41,7 57,7 81,2 82,6

-0,9
LR 29,1 32,2 42,4 60,5 84,2 97,4

LRBC 33,7 36,4 47,5 66,5 87,4 85,5

Tabela 4.
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Relatywne prawdopodobie stwa odrzucenia hipotezy zerowej zestawione 
w tabeli 3 nie ró ni  si  istotnie od wyników dla przypadku, gdy sk adnik losowy 
jest generowany przez proces gaussowskiego bia ego szumu (tabela 4). Ponadto moc 
testów (tabela 5) w obydwu przypadkach jest zbli ona, co wynika z braku istotnego 
wp ywu sko no ci i leptokurtyczno ci reszt na empiryczny rozmiar testów. W przy-
padku gdy reszty nie pochodz  z rozk adu normalnego, lecz s  generowane przez 
rozk ad sko ny, leptokurtyczny, wówczas testy rz du kointegracji oparte na regule 
ilorazu wiarygodno ci s  odporne na niespe nienie za o enia, e reszty pochodz  
z rozk adu normalnego, zarówno ze wzgl du na rozmiar testu, jak i moc.

Wyniki powy szych bada  pozwalaj  rozszerzy  wcze niejszy wniosek, zgodnie 
z którym w a ciwa strategia ma opróbkowego wnioskowania o rz dzie kointegracji 
polega na wery  kacji rz du kointegracji przed ewentualnym w czeniem zmiennych 
sztucznych do modelu, gdy sk adnik losowy jest generowany przez rozk ad sko ny, 
leptokurtyczny (albo platykurtyczny), równie  na przypadek mocy testu. Uwzgl d-
nienie zmiennych sztucznych impulsowych w modelu VEC przed wery  kacj  rz du 
kointegracji tak, aby testy wskazywa y, e reszty s  generowane przez proces gaus-
sowskiego bia ego szumu, gdy sk adnik losowy jest generowany przez proces sko ny 
leptokurtyczny, mo e prowadzi  do niecelowego pogorszenia ma opróbkowych w a-
ciwo ci rozwa anych testów kointegracji.

4. PODSUMOWANIE

Wyniki eksperymentów Monte Carlo wskazuj , e testy liczby relacji kointe-
gruj cych oparte na regule ilorazu wiarygodno ci s  odporne, gdy sk adnik losowy 
pochodzi z rozk adu sko nego, leptokurtycznego, aproksymowanego rozk adem SU 
Johnsona, zamiast z wielowymiarowego rozk adu normalnego. St d te , uwzgl d-
nienie zmiennych sztucznych w modelu VEC przed wnioskowaniem o rz dzie koin-
tegracji, tak aby testy potwierdza y za o enie o normalno ci rozk adu reszt, mo e 
prowadzi  do niecelowego pogorszenia ma opróbkowych w a ciwo ci rozwa anych 
testów kointegracji. Jednak w tych przypadkach, w których przyczyn  sko no ci lub 
leptokurtyczno ci reszt s  jednorazowe szoki strukturalne, zwykle dobrze uzasadnione 
zdarzeniami ekonomicznymi, politycznymi lub zmianami de  nicyjnymi, wówczas 
zmienne deterministyczne powinny by  zawarte w modelu przed wery  kacj  rz du 
kointegracji.

Uniwersytet ódzki
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ANEKS

Rysunek A1. Histogramy standaryzowanego rozk adu normalnego oraz standaryzowanych reszt 
dla równania stóp procentowych obligacji skarbowych 5-letnich w Polsce w modelu VECM 

bez zmiennych sztucznych

S upki czarne oznaczaj  histogram standaryzowanego rozk adu normalnego, s upki szare przedstawiaj  
histogram standaryzowanych reszt dla równania stóp procentowych obligacji skarbowych 5-letnich 
w Polsce w modelu VECM bez zmiennych sztucznych, gdzie trzeci i czwarty moment centralny standa-
ryzowany s  równe odpowiednio: –0,60 i 5,36 (zob. model w: K b owski, Welfe, 2010).

Rysunek A2. Histogramy standaryzowanego rozk adu normalnego oraz rozk adu SU (0; 1; –0,75; 6)

S upki czarne oznaczaj  histogram standaryzowanego rozk adu normalnego, s upki szare przedstawiaj  
histogram rozk adu SU Johnsona (1949), gdzie warto  oczekiwana i wariancja s  równe odpowiednio: 
zero i jeden, a trzeci i czwarty moment centralny standaryzowany by y równe odpowiednio: –0,75 i 6,00. 
Histogramy wyznaczano na podstawie tysi ca realizacji ze standaryzowanego rozk adu normalnego, 
generowanych za pomoc  generatora liczb pseudolosowych programu MS Excel 2003.
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WNIOSKOWANIE O RZ DZIE KOINTEGRACJI DLA MODELU VEC 
ZE SK ADNIKIEM LOSOWYM Z ROZK ADU SU JOHNSONA

S t r e s z c z e n i e

Artyku  przedstawia wyniki analiz Monte Carlo w asno ci ma opróbkowych testów rz du kointe-
gracji dla modelu VEC ze sk adnikiem losowym pochodz cym z rozk adu sko nego, leptokurtycznego. 
Analiza przeprowadzana jest dla testu asymptotycznego, testów z poprawkami na liczb  stopni swobody, 
testu z poprawk  Bartletta, testu bootstrapowego oraz testu bootstrapowego z poprawk  Bartletta w roli 
surogatu podwójnego testu bootstrapowego. Wyniki eksperymentów wskazuj , e testy liczby relacji 
kointegruj cych oparte na regule ilorazu wiarygodno ci s  odporne ze wzgl du na rozmiar jak i moc 
testu, gdy sk adnik losowy pochodzi z rozk adu sko nego, leptokurtycznego, aproksymowanego rozk a-
dem SU Johnsona, zamiast z wielowymiarowego rozk adu normalnego.

S owa kluczowe: rozk ad reszt o grubych ogonach, rozk ad SU Johnsona, wnioskowanie ma oprób-
kowe, rz d kointegracji

 

INFERENCE ON COINTEGRATION RANK FOR A VEC MODEL 
WITH THE SU JOHNSON ERROR DISTRIBUTION

A b s t r a c t

Performance of small-sample cointegration rank tests is investigated within the framework of a VEC 
model with skewed fat-tailed error distribution. The Monte Carlo analysis is conducted for: asymptotic 
test, tests with degrees-of-freedom corrections, test with Bartlett correction, bootstrap test, and bootstrap 
test with Bartlett correction, as a surrogate of double bootstrap test. The results indicate that the small-
sample cointegration rank tests are robust to skewed fat-tailed error distribution, approximated by SU 
Johnson distribution, with respect to size and power of these tests.

Keywords: fat-tailed error distribution, SU Johnson distribution, small sample inference, cointegra-
tion rank




