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1. WSTEP

W pracach Panek (2014a, 2014b) przedstawiono model wzrostu niestacjonarnej
gospodarki typu Gale’a z rosnaca efektywnoscia produkcji na magistrali, w ktérym
do oceny proceséw wzrostu postuzyta (mierzona w cenach von Neumanna) wartos$é
produkcji wytworzonej w ostatnim okresie ustalonego horyzontu T = {0,1, ..., t;}
funkcjonowania gospodarki (zadanie wzrostu docelowego). W niniejszym artykule
prezentujemy tzw. ,,Staba” wersje twierdzenia o magistrali w modelu niestacjonar-
nej gospodarki typu Gale’a, w ktorym role kryteriow wzrostu gra tagczna wartosé
produkcji (mierzonej w cenach von Neumanna) wytworzonej w catym horyzoncie T.

Pokazujemy, ze w niestacjonarnej gospodarce Gale’a ze zmienng technologia,
mimo zmiany Kkryterium wzrostu, w diugich okresach czasu optymalne procesy "pra-
wie zawsze™! przebiegaja w dowolnie bliskim otoczeniu $ciezek wzrostu zwanych
magistralami (w szczeg6lnosci, po takich sciezkach).

2. MODEL

Zaktadamy, ze czas t zmienia si¢ skokowo, t = 0, 1, 2, .... . W gospodarce
wytwarza si¢ i zuzywa n < +oo towaréw. Przez x(t) = (X4(t),...,x,(t)) = 0 oznaczamy
wektor towardéw zuzywanych w gospodarce w okresie t (wektor naktadoéw), przez
y(t) = (ya(t),...,yn(t)) = 0 oznaczamy wektor towaréw wytwarzanych w tym okresie
w gospodarce (wektor produkcji). Jezeli z wektora naktadéw x(t) mozna wytworzy¢
wektor produkcji y(t), wowczas méwimy, ze para (x(t), y(t)) opisuje technologicznie
dopuszczalny proces produkcji. Zbiér wszystkich technologicznie dopuszczalnych
proceséw produkcji w gospodarce w okresie t oznaczamy przez Z(t) c R#". Warunek
(x(1), y(t)) e Z(t) (rownowaznie: (x, y) € Z(t)) oznacza, ze w okresie t z naktadow

1 Tzn. we wszystkich okresach horyzontu T za wyjatkiem ich skonczonej liczby, niezaleznej od
dtugosci horyzontu.
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x(t) w gospodarce mozliwe jest wytworzenie produkcji y(t). Przestrzenie produkcyjne
Z(t),t=0, 1, 2,..., majg nastepujace wiasnosciZ:

(G1) v(xt,y) e Z() V(x2,y®) € Z(t) Va, B = O((ax! + Bx?, ayt + By?) € Z(1)).
(G2) V(x,y) € Z(t) (x =0 = y = 0).

(G3) V(x,y)eZ()Vx' Z2xV 0=y Sy ((x,y')eZ()).

(G4) Zbiory Z(t) sa domknigte w R2",

(G5) ZzZ(t) cZ(t+1),t=01,..,t; — 1.

Zauwazmy, ze jezeli 0 = (x, y) € Z(t), to zgodnie z (2) x # 0. Interesuja nas
wylacznie takie niezerowe (nietrywialne) procesy. Liczbe

a(x(t),y(t)) = max {a| ax(t) = y(t)}

nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu
(x(1), y(t)) € Z(H)\{0} Funkcja « jest ciagta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na obsza-
rze okreslonosci (Panek, 2003, tw. 5.2). Liczbe

Ap,e = MAX(x y)ez(o\ (0} XX, V)

nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Przy przyjetych zatozeniach, w kazdym
okresie t istnieje taki proces produkcji (X(t),¥(t)) € Z(¢), ze a(x(6),¥(t)) = apy;.
zob. Panek (2013, tw.2) . Nazywamy go optymalnym procesem produkcji w okresie

t. Wobec dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji a, w kazdym okresie t proces ten
jest okreslony z doktadnoscia do struktury:

vA> 0Vt (a(Ax(), 2y(1)) = a(x(0), ¥(©)) = au,).

2 Zob. Panek (2014a). Z interpretacja ekonomiczng i niektdrymi innymi wiasnosciami podobnych
przestrzeni produkcyjnych typu Gale’a mozna zapozna¢ si¢ np. w pracy Panek (2003, rozdz.5). W sensie
geometrycznym sa one stozkami domknietymi w R" (zawartymi w R?}) z wierzchotkami w 0.
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Nietrudno zauwazy¢, ze wobec (G5): ay t+1 > amt, t=0, 1, 2,... . Jezeli w szcze-
golnosci ay > 1, wtedy o gospodarce mowimy, ze jest produktywna w okresie t.
Gospodarke Gale’a nazywamy produktywng, jezeli jest produktywna w kazdym
okresie t = 0, 1, 2,... . Zakladamy ponadto, ze w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
przestrzenie produkcyjne Z(t), t =0, 1, 2,... , spelniajg tzw. warunek regularnosci:

(G6) W optymalnym procesie produkcji wytwarzane sg wszystkie towary (Gale,
1956; Makarow, Rubinow, 1973; Panek, 2003, rozdz. 5). Z warunku tego oraz (G3)
wynika, ze

vt 3(x(t), ¥(t)) € Z(t) (ap,%(6) = y(t) > 0). (1)

Oznaczajac przez p(t) = (pi(t),..., pn(t) > 0 wektor cen towaréw w okresie t oraz
biorac dowolny proces (x(t), y(t)) € Z(t) mozemy zdefiniowa¢ nastepujaca liczbe:

Bx(®),y(®),p(®)) = m—iﬁgi

(tam gdzie jest okreslona), ktorg nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci
procesu (x(t), y(t)) przy cenach p(t) (tutaj i wszedzie dalej symbol {a,b) oznacza
iloczyn skalarny wektoréw a,b: (a,b) = X;a; b;). Mozna udowodni¢, ze w regu-
larnej, niestacjonarnej gospodarce Gale’a w kazdym okresie t istnieja takie ceny
p(t) = 0, przy ktorych:

B(x(6), ¥(£),p(t)) = maxy yyezonio B(x, ¥, D(8)) = ay, 2

Panek (2003, tw. 5.3)3. O trojce {au . (%(t), ¥(t)),p(t)} méwimy, ze opisuje stan
chwilowej réwnowagi von Neumanna w niestacjonarnej gospodarce Gale’a®. Ceny
rownowagi chwilowej p(t) nazywamy cenami von Neumanna w momencie t. Podob-
nie jak optymalny proces produkcji (%(t), ¥(t)), sa one okreslone z doktadnoscia do
struktury (mnozenia przez dowolna liczbe dodatnig). Interesuje nas niestacjonarna
gospodarka, w ktérej ceny von Neumanna sa nierosnace®:

3 Zob. takze Panek (2014a, przypis 2).

4 W réwnowadze takiej dochodzi do zréwnania ekonomicznej efektywnosci produkcji z efektyw-
noscig technologiczna na najwyzszym, mozliwym do osiggnigcia przez gospodarke poziomie.

5 Zob. Panek (2014a, 2014b). Wobec tego, ze ceny gospodarce Gale’a sg okreslone z doktadnoscig
do struktury, warunek ten zachodzi np. gdy w kazdym okresie t ceny p(t) sa dodatnie.
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(G7) vt (p(t+1) = p(D)).

Wezmy dowolny okres t; < +oo. Przez T = {0,1,,..., t;} oznaczamy zbidr okre-
sOw czasu, ktory nazywamy horyzontem gospodarki (dtugosci t;). Gospodarka jest
zamknieta w tym sensie, ze naktady x(t + 1) (ponoszone w okresie nastepnym) moga
pochodzi¢ w niej wytacznie z produkcji y(t) (wytworzonej w okresie poprzednim), czyli
X(t + 1) < y(t), astad i z (G3) wynika, ze

(@O, y(t+D)e Z(t+1), t=01,..,t; —1. (3)

Niech
y(0)=y°>0 4)

bedzie danym (ustalonym) wektorem produkcji w okresie t = 0. Ciag wektoréw
produkeji {y(£)}iL, spetniajacy warunki (3), (4) nazywamy (y°, t,) — dopuszczalnym

procesem wzrostu (lub (y°, t;) — dopuszczalna trajektorig produkcji) w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a. Przy przyjetych zatozeniach procesy takie istnieja niezaleznie od
dtugosci horyzontu T.

Z regularnosci gospodarki Gale’a i tego, ze optymalne procesy sa w niej okreslone

z doktadnoscia do struktury wynika, ze zawsze mozna wskaza¢ taki cigg optymal-

nych proceséw '{(f(t),y(t))}?:o, w ktorym x(t + 1) = y(t). Postulujemy wigcej,
a mianowicie:

(G8) Niezaleznie od dtugosci horyzontu T = {0,1,,..., t;} istnieje taki cigg optymal-
nych proceséw produkcji {(f(t),?(t))}?:o, w ktérym

x(t+1D)=y@),t=01,..,t; — 1

Ciag wektorow {37(1:)}?:0 tworzy wowczas (¥° t;) dopuszczalny proces wzrostu
postaci:

}_/(t) = (H‘i:l aM,‘L')}_’O; t= 1r '"rtl (5)
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gdzie y° jest dowolnym wektorem produkcji w optymalnym procesie w okresie
poczatkowym t = 0 (nie nalezy go myli¢ z poczatkowym wektorem produkcji (4)).
Proces ten jest okreslony z doktadnoscig do mnozenia przez statg dodatnia. Kazdy
ciag {37(1:)}?:0, w ktorym §(t) = Ay(t) > 0, tez tworzy (¥°,t;) — dopuszczalny
proces wzrostu z wektorm 7° = Ay°, czyli

O _ 3 _ y© _ 30 _
VA> 0Vt Vte{0,1,..,t} (== = = =35= t.>0), (6
1 V€01, ) (ny(c)u ol yol  yor >~ " ) ©)

zatem niezaleznie od dtugosci horyzontu T charakteryzuje sie statg w czasie struktura

produkcji (tutaj i dalej llall = X:la;|). Potprosta

N ={A5] 1> 0}

nazywamy magistrala produkcyjna (promieniem von Neumanna). Tak opisana nie-
stacjonarna gospodarka Gale’a osigga na magistrali maksymalne (r6zne w réznych
okresach, generalnie rosnace) tempo wzrostu® oraz najwyzsza efektywnosé ekono-
miczng produkcji, rdwng efektywnosci technologicznej (zob. (2)). Poza magistrala
efektywnos¢ ekonomiczna produkcji nigdzie nie jest wyzsza od jej efektywnosci na
magistrali. Zaktadamy, ze wszedzie poza magistralg efektywnos$¢ ekonomiczna gospo-
darki Gale’a jest nizsza od optymalnej:

(G9) vtV (x,y) € Z() \ {0} (x & N = B(x,y,5()) < ap,

(doktadniej: efektywnos$¢ ekonomiczna dowolnego procesu, w ktérym struktura nakta-
déw rézni sie od magistralnej, jest nizsza od optymalnej)’. Wéwczas:

Ve >0Vt 36, € (0,ap,) V(x,y) € Z(t)

(lz=sll= e = BGy.5©) < awe -2 %

(Panek, 2003, lemat 5.2; zob. takze Panek, 2014a, przypis 5).

6 Zachowujac jednak strukture produkcji, co jest pewna stabosciag modelu i wymaga dalszych
badan.
7 Warunek ten zapewnia jednoznaczno$¢ magistrali. W ogélnym przypadku moze by¢ pominiety.
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Ostatni warunek, ktéry formutujemy ponizej, wyklucza taka nierealistyczna
sytuacje, gdy mimo ze struktura procesu produkcji odbiega od optymalnej o pewna
ustalona wielkos¢ ¢ > 0, jego efektywnos¢ ekonomiczna moze nieskonczenie mato
rozni¢ si¢ od optymalnej efektywnosci osigganej przez gospodarke na magistrali:

(G10) Ve > 03v, >0 Vt > 0(ﬁ > vg).
am,t

(o]

} jest jednostajnie ograniczony
t=0

&t

Jezeli spetniony jest ten warunek, wtedy ciag {

am,t

z dotu przez liczbe v, > 0. Latwo zauwazy¢, ze v, € (0,1)

3. OPTYMALNY PROCES WZROSTU. ,,SLABY” EFEKT MAGISTRALI

Rozpatrzmy nastepujace zadanie maksymalizacji tacznej wartosci produkcji, mie-
rzonej w cenach von Neumanna, wytworzonej w gospodarce w catym horyzoncie T8

max %L (p(0), y(£)) (®)
p. W. (3) — (4).

Przy przyjetych zatozeniach zadanie to ma rozwigzanie {y*(t)}?:O, ktére nazywamy

(y9, t;) — optymalnym procesem wzrostu (trajektoria produkcji). O tzw. ,,stabej” zbiez-
nosci optymalnych proceséw wzrostu do magistrali w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a méwi nastepujace twierdzenie.

o Twierdzenie (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a, spetniajaca warunki (G1) — G(10), jest
produktywna oraz niezaleznie od dtugosci horyzontu T ceny von Neumanna sg w niej
jednostajnie ograniczone (z géry i z dotu)®:

Vt; > 0Vt €T (0 < Tppin = P(t) = Tpngx) 9)

to Ve > 0 istnieje taka liczba k., ze liczba okreséw czasu w ktorych (y°, t;) — opty-

malny proces wzrostu {y*(t)}?:() spetnia warunek

8  Pomijamy okres poczatkowy t = 0, w ktérym produkcja y° jest dana (zob. (4)).
9 W wektorze mp, > 0 przynajmniej jedna wspdtrzedna powinna by¢ dodatnia.
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||||§:E2" ~5|=e (10)

nie przekracza k.. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T.
Dowdd. Poczatkowy wektor produkcji yO oraz wektor 5 struktury produkcji na
magistrali sa dodatnie, zob. (4), (6), wiec 3 ¢ > 0 (y° = 65 > 0). Zgodnie z (G3),

(3) i (4), przyjmujac w (5) ¥(0) = o5, otrzymujemy (y°, t;) — dopuszczalny proces
wzrostu {7(6)}iL,:

y°, dlat =0,
0'5(1_[5:1 aM,‘L'); dla t=1,2,..,t;.

y(@©) = {
Z definicji procesu optymalnego oraz (9) wynika, ze:
TP,y () 2 LB, F(D) =T (P, (0 [1icy amr)8) =

> o(p(1),5) Xyty [Tooq ture = 0(Tmin, §) Dpky [1ooy @y > 0. (11)

Z drugiej strony, zgodnie z (2), (3) mamy:

Pty E+D)
@+ 1.y )y — Mt

By (), y*(t+1),pt+1) =

dlat=0,1, ..., t; czyli
Ustalmy liczbe ¢ > 0 i oznaczmy przez 1<, < ... <5 (0<7<t,i=1, .., K)
okresy, w ktérych zachodzi warunek (10). Wéwczas, zgodnie z (7):
Bt + 1),y (t + 1)) < (a1 = Ser01)PE+ 1, y" (), t = 71,0, T (13)

Laczac (12), (13) oraz uwzgledniajac (G7), (G10) po przeksztatceniach dochodzimy
do nieréwnosci:
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LM,y (®) £ B,y ans + ayaayz + -+ [T @y +
+(1 =V IS awe + (1= v TS 2 anr + -+ (1 = v ¥ T, e |-
(14)
Z (11), (14) wynika, ze:

Bty k) _ 00,9 _ 0(tmins)
A(ty) (ﬁ(l)ry()) N (Tmax y0>

Ge(ty, k) = = C = const.> 0,

gdzie
A(tl) = §1=1 H‘f’:l Aypzs

—k
Be(t1, k) = ayq + ayapz + +HT 1 Oer"‘ (1 Vs)H +1aM,r+

ti—k
+(1_V£)2H11=1 +2aMT+ +(1_Vs)k T= 1aMT >0

lub réwnowaznie, po podstawieniu 6, = 1 — v, € (0,1):

G (tl, k) A(tl)A(fE)(tl k) 2 C, (15)

gdzie

De(ty, k) = (1 = )T  ap o + (1 = 8D P gy e + -+ (1= SO T ay
gdy t;> k > 0 oraz
D, (t;, k) = 0 dla k = 010

Zatbzmy, ze warunek (15) zachodzi k razy (t; > k). Dzielac w (15) licznik i mia-

. t .
nownik przez [1:2; @mr > 0 otrzymujemy:

1 1 1-8 1-6%
o +— +ot1-— £ -— £ - .= (1-85)
Miza It a nt a
M=z amr M=z amz T=ty—k+2 *MT o=t —k+3 M
G (tll k) - 1 1

+ .. +1

+
t1 t1
Mizpamr Iliz3amz

10 Dla k = 0 nieréwnos¢ (15) jest spetniona zawsze (dla dowolnego t; > 0).
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Poniewaz ap 41 > amy, t = 0,1, ..., t; — 1 (zgodnie z (G5)), wigc wbrew (15):
Gs(tlﬁk) < C: (16)

gdy tylko liczba k jest dostatecznie duza (oraz t; > k). Istnieje wiec taka liczba
naturalna k,, niezalezna od dtugosci horyzontu t;, ze liczba okreséw czasu, w ktorych
zachodzi warunek (10), nie przekracza k..

]

Twierdzenie 1 glosi, ze niezaleznie od dtugosci horyzontu T, we wszystkich
okresach t € T, za wyjatkiem ich pewnej skonczonej liczby (niezaleznej od dtugosci

horyzontu), struktura produkcji w optymalnych procesach wzrostu rozni si¢

y @
ly* @Il
dowolnie mato od struktury produkcji 5 na magistrali. W jego $wietle magistrala staje
si¢ wigc swoistg ,,droga szybkiego ruchu” gospodarki.

4. UWAGI KONCOWE

W artykule Panek (2014a) udowodniono ,,staby” efekt magistrali w niestacjonar-
nej gospodarce Gale’a ze zmienng technologia, rosngcym tempem wzrostu produkcji
na magistrali i kryterium maksymalizacji produkcji wytworzonej w ostatnim okresie
horyzontu T. Jego kontynuacja jest artykut Panek (2014b), zawierajacy dowdd wersji
posredniej — miedzy ,,silng” i ,,bardzo silng” — twierdzenia o magistrali w niestacjo-
narnej gospodarce Gale’a. Natomiast w niniejszym artykule zostata zaprezentowana
»Staba” wersja twierdzenia o magistrali w gospodarce Gale’a ze zmienng technologia,
w ktérej w odrdznieniu od wczesniejszych prac role kryterium wzrostu gra wartos¢
produkcji wytworzonej we wszystkich okresach ustalonego horyzontu T. W odr6z-
nieniu od prac Panek (2014a, 2014b) przy dowodzie twierdzenia istotna jest obecnie
produktywnos¢ gospodarki.

Wiasnosci optymalnych proceséw wzrost w gospodarce typu Gale’a z technologia
zbiezng do pewnej technologii granicznej zostaty wczesniej przesledzone w arty-
kule Panek (2013). Hipoteza granicznej technologii jest trudna do zweryfikowania.
Okazuje si¢, ze 0 magistralnych wiasnosciach gospodarki mozna wnioskowaé bez
potrzeby rozstrzygania tej hipotezy, takze — jak w artykule — w przypadku niestacjo-
narnej gospodarki z dowolnie zmieniajaca sie technologig. Na tym polega wartos¢
udowodnionego twierdzenia.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu

1 Jezeli k — +o0 oraz t; — k — +oo, wtedy G, (t;, k) — 0 < C. W pozostatych przypadkach, gdy
tylko liczby t; i k sa dostatecznie duze, zachodzi warunek (16), cho¢ sam ciag G, (t;, k) nie musi by¢
zbiezny.
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MODEL GOSPODARKI GALE’A ZE ZMIENNA TECHNOLOGIA, ROSNACA
EFEKTYWNOSCIA PRODUKCIJI | SZCZEGOLNA POSTACIA KRYTERIUM WZROSTU.
»SLABY” EFEKT MAGISTRALI

Streszczenie

W nawigzaniu do prac Panek (2014a, 2014b) udowodniono tzw. ,,staba” wersje twierdzenia o magi-
strali w niestacjonarnym modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a z kryterium maksymalizacji
wartosci produkcji, mierzonej w cenach von Neumanna, w ustalonym horyzoncie T = {0,1, ..., t;}
funkcjonowania gospodarki. Przy dowodzie twierdzenia istotna role gra produktywnos¢ gospodarki oraz
jej rosnaca technologiczna efektywnos$¢ na magistrali.

Slowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, techniczna i ekonomiczna efektywnos¢ produk-
cji, rownowaga von Neumanna, magistrala produkcyjna

GALE’S ECONOMY MODEL WITH CHANGEABLE TECHNOLOGY, INCREASING
PRODUCTION EFFICIENCY AND PARTICULAR FORM OF THE GROWTH CRITERION.
~WEAK” TURNPIKE EFFECT

Abstract

In reference to papers Panek (2014a, 2014b) we proved the so called ,,weak” version of the turn-
pike theorem in the non-stationary model of economic dynamics of the Gale type with the criterion of
maximization of the production value, measured in von Neumann’s prices and with the fixed economy
horizon T = {0,1, ..., t;}. In the proof of the theorem the efficiency of the economy and its increasing
technological efficiency on the turnpike play both significant roles.

Keywords: non-stationary Gale’s economy, technological and economical production efficiency, von
Neumann equilibrium, production turnpike



