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SYMULACYJNA OCENA ROZMIARU TESTU BDS!?

1. WPROWADZENIE

Test BDS (Brock i inni, 1987) jest jedng z najwazniejszych i najpopularniejszych
metod detekcji zaleznosci w szeregach czasowych. Test ten cechuje si¢ wysoka mocg
wzgledem zaleznosci nie tylko liniowych, ale przede wszystkim — nieliniowych.
Wywodzi sie z teorii chaosu lecz, w przeciwienstwie do innych narzedzi detekcji cha-
otycznych szeregdw czasowych, tj. np. wymiaru korelacyjnego, najwiekszego wyktad-
nika Lapunowa, czy entropii Kotmogorowa, nie ma na celu identyfikacji okreslonego
atrybutu systemow chaotycznych. Cho¢ BDS ma wysoka moc wzgledem procesow
chaotycznych, z natury jest testem uniwersalnym, umozliwiajacym detekcje zalez-
nosci bardzo réznego typu. Badania symulacyjne potwierdzity jego przydatnos¢ do
identyfikacji zr6znicowanych proceséw nieliniowych — zaréwno deterministycznych,
jak i stochastycznych (np. Brock i inni, 1991; Hsieh, 1991; Liu i inni, 1993; Brock
i inni, 1996; Ashley, Patterson, 2001; Diks, 2003; Diks, Panchenko, 2007). Miedzy
innymi z tego wzgledu, test BDS jest jednym z najczesciej stosowanych w bada-
niach empirycznych testow nieliniowosci. Rowniez w literaturze ekonometrycznej
mozna znalez¢ wiele przyktadow zastosowania testu BDS do analizy finansowych
i ekonomicznych szeregéw czasowych, w tym takze szeregébw pochodzacych z pol-
skiego rynku finansowego (np. Poshokwale, Murinde, 2001; Doman, 2002; Bruzda,
2002; Doman, Doman, 2003, 2004; Orzeszko, 2005; Gurgul, Suder, 2010; Fiszeder,
Orzeszko, 2012; Zeug-Zebro, 2013).

Istothnym aspektem oceny jakosci kazdego testu statystycznego jest analiza jego
wiasnosci matoprobkowych, w tym zwiaszcza rozmiaru i mocy. W niniejszym arty-
kule, przy zastosowaniu symulacji Monte Carlo, dokonano oceny rozmiaru testu
BDS. Symulacje te stanowig uzupetnienie dla badan przeprowadzonych przez innych
autorow (np. Brock i inni, 1991; Hsieh, 1991; Kanzler, 1999; Graaff de i inni, 2006;
Taylor, 2007). Opublikowane wyniki dotychczasowych badan symulacyjnych potwier-
dzaja dobre wiasnosci testu BDS, cho¢ jednoczesnie wskazuja na pewne jego stabe
strony, ktore powinny by¢ uwzglgdniane przy interpretacji otrzymywanych wynikow.

1 Projekt zostat sfinansowany ze srodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie
decyzji numer DEC-2013/11/B/HS4/00578.
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Przyktadowo, symulacje przeprowadzone przez W.A. Brocka, D.A. Hsieha oraz
B. LeBarona wykazaty, ze test BDS skutecznie identyfikuje szeregi bedace realizacja
procesow i.i.d. o rozktadach: normalnym, t-Studenta, chi-kwadrat oraz Cauchy’ego,
lecz jednoczesnie jest on mniej skuteczny w przypadku rozktadu jednostajnego
i bimodalnego (Brock i inni, 1991; Hsieh, 1991). Z kolei z badan przeprowadzonych
przez L. Kanzlera wynika, ze wraz ze wzrostem wartosci parametru zanurzenia? roz-
ktad statystyki testowej w tescie BDS w coraz wigkszym stopniu odbiega od asymp-
totycznego, tj. standardowego rozktadu normalnego (Kanzler, 1999). Ponadto z badan
tych wynika, ze rozktad statystyki testowej ma grubsze ogony niz rozktad normalny,
co powoduje, ze wyznaczanie wartosci krytycznych na podstawie rozktadu normal-
nego prowadzi do zbyt czestego odrzucania hipotezy o braku zaleznosci w badanym
procesie (zob. réwniez Taylor, 2007).

Prowadzone badania jednoznacznie wykazuja, ze test BDS jest wrazliwy na
liczbe obserwacji (np. Kanzler, 1999; Graaff de i inni, 2006; Brock i inni, 1991).
Brock, Hsieh i LeBaron na podstawie przeprowadzonych symulacji stwierdzili, ze
wiarygodne wyniki otrzymuje sie dla szeregdw liczacych co najmniej 250 obserwacji
(Brock i inni, 1991). Z tego wzgledu, w przypadku odpowiednio krétkich szeregdéw
czasowych, do wyznaczania wartosci krytycznych celowe wydaje sie zastosowanie
metod prébkowania. Metody probkowania stuza do aproksymaciji nieznanych roz-
ktadow statystyk poprzez analiz¢ wartosci wygenerowanych wielokrotnie z tej samej
préby, wedtug okreslonych zasad. W szczego6lnosci, mozna je stosowaé do aproksy-
macji rozktadow statystyk testowych, co w efekcie umozliwia wyznaczenie wartosci
empirycznego poziomu istotnosci (ang. p-value) oraz wartosci krytycznych.

Dokonana w niniejszym artykule ocena rozmiaru testu BDS uwzglednia kwestie
doboru metody aproksymacji rozktadu statystyki testowej. Z tego wzgledu do wyzna-
czenia wartosci empirycznych poziomow istotnosci zastosowano zaréwno rozktad
asymptotyczny, jak i dwie metody probkowania: bootstrap oraz technike permutacji.
Badanie przeprowadzono na podstawie szeregéw liczb pseudolosowych o réznych
dtugosciach, wygenerowanych z rozktadoéw o zréznicowanych wiasnosciach.

W dalszej czesci praca skonstruowana jest nastepujaco: w punkcie drugim scha-
rakteryzowano istot¢ i konstrukcje testu BDS, w punkcie trzecim zaprezentowano
dwie metody probkowania: bootstrap i technike permutacji oraz opisano mozliwosé
ich zastosowania w procesie testowania. W czwartym punkcie przedstawiono wyniki
symulacji Monte Carlo, natomiast w punkcie pigtym podsumowano wyniki przepro-
wadzonych badan.

2 Parametry wystepujace w tescie BDS zostaty szczegdtowo scharakteryzowane w punkcie 2.
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2. ISTOTA | KONSTRUKCJA TESTU BDS

Test BDS jest nieparametrycznym testem weryfikujacym hipoteze zerows, ze
badany szereg czasowy jest realizacja procesu i.i.d., tzn. niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie. Nieparametrycznosé testu BDS polega na tym,
ze sformutowana w nim hipoteza alternatywna nie zawiera w sobie parametrycznego
modelu opisujagcego zaleznosci w badanym procesie. Oznacza to, ze odrzucenie
hipotezy zerowej nie daje w bezposredni sposéb informacji o rodzaju wykrytych
zaleznosci. Nalezy podkresli¢, ze test BDS identyfikuje zaleznosci zaréwno determi-
nistyczne, jak i stochastyczne, a takze, ze cechuje si¢ wysoka moca detekcji procesow
z nieliniowoscia — zardbwno w s$redniej, jak i w wariancji. Jednak test wykrywa row-
niez zaleznosci liniowe, w zwigzku z czym w celu detekcji nieliniowosci, testowaniu
nalezy poddawac szeregi czasowe z wyeliminowanymi zaleznosciami liniowymi,
co w praktyce realizuje sie poprzez przefiltrowanie danych odpowiednim modelem
ARMA. Warto réwniez wspomnie¢, ze BDS moze by¢ rowniez wykorzystywany do
identyfikacji stacjonarnosci, gdyz dobrze wykrywa trend zaréwno w $redniej, jak
i w wariancji (zob. Brock i inni, 1991, s. 70).

Statystyka testowa w tescie BDS oparta jest na catce korelacyjnej, ktora dla sze-
regu czasowego (Xq, Xo,..., X,) konstruuje sie przy zastosowaniu wektorow opo6znien
postaci:

)A(tm = (Xt’XHl""’ Xt+m71) (1)
i definiuje si¢ wzorem:
2 T-1 T R R
Cl(e) = XX ) 2
T(T _1) ; s;1 ( ' ) ( )

gdzie zadana liczba meN nazywana jest wymiarem zanurzenia, ¢ jest ustalona dodat-
nig liczbg rzeczywista, natomiast T = n — m + 1 jest liczbg wszystkich wektoréw
op6znien.3 Wystepujaca we wzorze (2) funkcja wskaznikowa I, okreslona jest wzo-
rem:

<&

I (im,)'zm): L H)’z[m_ﬁén ’
e 0; w przeciwnym wypadku

3 W literaturze przedmiotu pojecie catki korelacyjnej stosuje si¢ réwniez w innym znaczeniu: jako
granice lim Cl(e).
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supremum wynika, ze catke korelacyjna C, (¢) mozna zapisa¢ w postaci:

2 T-1 T m-1

ZH Is (Xt+k ' Xs+k ) ! (3)

Cple)=
T(T _1) t=1 s=t+1k=0

przy czym:

L X —Xou|<€
Ic(Xt+k’Xs+k):{ . ‘ e _k‘ .
0; w przeciwnym wypadku

Catka korelacyjna jest estymatorem prawdopodobienstwa, ze dwa losowo wybrane
wektory opoOznien przyjmuja wartosci odlegte o mniej niz ¢. Jej wiasnosci asympto-
tyczne okreslone sg twierdzeniami dotyczacymi tzw. U-statystyk, ktorych szczegél-
nym rodzajem jest catka korelacyjna. Wprowadzone przez Hoeffdinga (1948) poj¢cie
U-statystyki dotyczy jednego z najwazniejszych narzedzi estymacji parametrow roz-
ktadu populacji. U-statystyka nazywa si¢ statystyke okreslong wzorem:

u, {”]_ Sh(X, X, X, ), @

r 1<t <ty <<t <n

gdzie Xy, X,,...,X,, jest zadanym ciggiem niezaleznych m-wymiarowych wektorow
losowych, r < n, natomiast h: R" — R jest pewng symetryczna, mierzalng funkcja,
zwang jadrem (zob. Hoeffding, 1948; Panchenko, 2006). Gdy wektory X, X,,..., X,
maja te samg dystrybuante F, wéwczas U,, jest nieobcigzonym estymatorem parame-
tru rozktadu populacji:

O(F) = [ ... [ h(xy, x5, ..., %) dF (1) dF (x3) ... dF (x,.).

Nietrudno zauwazy¢, ze catka korelacyjna jest U-statystyka okreslong w przestrzeni

m

m-wymiarowych wektoréw op6znien, dla r = 2 i funkcji jadra h(X{", X{") = Ig(f({“ XD )
Statystyka testowa w tescie BDS jest funkcja catek korelacyjnych postaci:

FTlele- @)

GT,m (8)

WT ,m (8) = 1 (5)
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gdzie oy (e) jest czynnikiem normalizujacym, ktérego wzor przedstawiony jest np.
w pracy Brock i inni (1991). Odwotujac si¢ do asymptotycznych wiasnosci U-staty-
styk udowodniono, ze w przypadku szeregu czasowego bedacego realizacja procesu
i.i.d.# o niezdegenerowanym rozktadzie, dla kazdego m > 1 oraz ¢ > 0 statystyka
W jest zbiezna wedtug rozktadu do standardowego rozktadu normalnego (Brock i inni,
1991; Brock i inni, 1996).

Jak wida¢, wartos¢ statystyki W zalezy od parametrow m oraz ¢. Z symulacji prze-
prowadzonych przez Brocka i inni (1991) wynika, ze wymiar zanurzenia m powinien
przyjmowa¢ wartosci 2, 3, 4, 5 dla krotkich szeregoéw (do 500 obserwacji) i wartosci
2, 3, ..., 10 — dla dtugich (co najmniej 2000 obserwacji). Z kolei wartosci ¢ powinny
znajdowaé sie w zakresie od 0,56, do 156,, gdzie &, jest odchyleniem standardo-
wym badanego szeregu. Natomiast z badan przeprowadzonych przez Kanzlera (1999)
wynika, ze warto$¢ tego parametru powinna zaleze¢ od rozktadu analizowanego pro-

cesu. Przyktadowo w przypadku szeregdw wygenerowanych z rozktadu normalnego
lub do niego zblizonego, nalezy przyja¢ ¢ =156, lub ¢ =25, . Kanzler podkresla,
ze dobdr parametréw w tescie moze mie¢ duzy wplyw na empiryczny rozmiar testu
BDS.

3. TESTY BOOTSTRAPOWE | PERMUTACYJNE

Do wyznaczenia wartosci krytycznych oraz empirycznych poziomoéw istotnosci
niezbedna jest znajomos¢ rozktadu statystyki testowej. Jednak w przypadku wielu
testow statystycznych rozktad matoprébkowy ich statystyki testowej nie jest znany.
W praktyce powszechnie stosowang metoda wykorzystywang w procesie testowania
jest aproksymacja rozktadu matoprobkowego rozktadem asymptotycznym. Podejscie
to wigze sie jednak z okreslonymi problemami. Przede wszystkim w wiekszosci
wypadkdw nieznane jest tempo zbieznosci rozktadu matoprébkowego do rozkiadu
asymptotycznego, co w efekcie oznacza niemoznos¢ okreslenia niezbednej liczby
danych, dla ktérych aproksymacja ta jest wystarczajagco doktadna. Ponadto, wiele
sposrod twierdzen okreslajacych asymptotyke statystyk testowych opartych jest na
pewnych zatozeniach dotyczacych rozktadu populacji, ktére w praktyce moga nie
by¢ spetnione. Warto réwniez dodac, ze w niektorych przypadkach moga wystapié
trudnosci z wyznaczeniem kwantyli dla rozktadu asymptotycznego. Z powyzszych
wzgleddw coraz wieksze zainteresowanie wsrdd statystykéw i ekonometrykéw budzg
metody probkowania, zwane rowniez metodami reprébkowania lub resamplingu.

4 W celu wyprowadzenia wtasnosci asymptotycznych U-statystyk Hoeffding (1948) przyjat, ze
wektory Xy, Xy,..., X, Sa niezalezne o jednakowym rozktadzie (i.i.d.), podczas, gdy Denker, Keller (1983)
ostabili to zatozenie, zastepujac warunek niezaleznosci zatozeniem, ze analizowany proces jest absolutnie
regularny (ang. absolutely regular).
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Metody probkowania sg technikami symulacyjnymi, gdyz polegaja na analizie warto-
sci statystyk otrzymywanych dla probek wielokrotnie wygenerowanych z danego sze-
regu czasowego. Metody te, mimo swojej czasochtonnosci, sg skutecznym narzedziem
aproksymacji matoprébkowych rozktadéw statystyk testowych, nawet w przypadku
stosunkowo matej liczby obserwacji. Ich zastosowanie moze prowadzi¢ do doktad-
niejszego oszacowania empirycznego poziomu istotnosci i wartosci krytycznych roz-
ktadu statystyki testowej w poréwnaniu z rozktadem asymptotycznym. Przyktadowo,
w przypadku testdw bootstrapowych (polegajacych na zastosowaniu najpopularniej-
szej metody reprébkowania, tj. techniki bootstrap), btad oszacowan empirycznego

poziomu istotnosci dla jednostronnych obszaréw krytycznych zwykle jest rzedu
O(n-l), a w niektorych wypadkach nawet O(n‘1'5), podczas, gdy przy wykorzystaniu
rozktadéw asymptotycznych wynosi on O(n-°v5), gdzie n jest wielkoscig préby (Hall,
1992, s. 102-103, s. 178; Davidson, MacKinnon, 1996). W przypadku dwustronnych

obszaréw krytycznych, btedy te wynoszg, odpowiednio, O(n—z) i O(n—l) (por. Hardle
i inni, 2003; Horowitz, 2000, s. 29).

W niniejszym artykule rozwazono dwie metody prébkowania: bootstrap oraz
technik¢ permutacji. Zgodnie z idea probkowania, w metodach tych na podstawie

szeregu czasowego (Xi, Xa,..., Xp) generuje si¢ N-krotnie proby, czyli skonstru-
owane wedtug okreslonych zasad ciagi wartosci (xl*,x;...,x:). Zasadnicza réznica

miedzy metoda bootstrap a technika permutacji polega na zastosowaniu innego
sposobu tworzenia probek. W przypadku metody bootstrap procedura generowania
proby polega na n-krotnym losowaniu ze zwracaniem jednej sposréd obserwacji

(X1, Xp,..., X,). Natomiast w przypadku techniki permutacyjnej (zwanej réwniez boot-

strapem bez powtdrzen) kazda probka (xf ,x;,...,x;) powstaje w wyniku losowania
bez zwracania. Oznacza to, ze kazda z probek powstaje w wyniku permutacji, tzn.
zamiany kolejnosci oryginalnych danych.

Dalsza procedura postepowania jest w obu metodach identyczna. W pierwszej
kolejnosci dla kazdej proby oblicza si¢ wartos¢ analizowanej statystyki testowej.
Nastepnie na podstawie N-elementowego ciggu otrzymanych wartosci wyznacza
sie empiryczny rozktad statystyki testowej, bedacy podstawg do okreslenia wartosci
krytycznych testu oraz empirycznego poziomu istotnosci. Do wyznaczenia wartosci
krytycznych zwykle stosuje si¢ metode percentyli, wedtug ktorej oszacowaniem
wartosci krytycznej jest odpowiedni percentyl wyznaczonego rozktadu empirycz-
nego. PorGwnanie wartosci statystyki testowej dla szeregu czasowego (Xq, Xo,..., Xp)
z wyznaczonymi wartosciami krytycznymi umozliwia weryfikacje prawdziwosci
testowanej hipotezy.

Empiryczny poziom istotnosci (ang. p-value) to, z definicji, najmniejszy poziom
istotnosci, przy ktorym zaobserwowana warto$¢ statystyki testowej prowadzi do
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odrzucenia hipotezy zerowej. Wynika stad, ze w przypadku prawostronnego obszaru
krytycznego empiryczny poziom istotnosci p to:

p=P(T >t,|H,), 6)

gdzie ty jest wartoscia statystyki testowej T otrzymang dla obserwacji (X1, X5,..., X;)-
W testach bootstrapowych wartos¢ p szacuje si¢ przy wykorzystaniu formuty:

iu(t; >t,), )

gdzie | jest funkcja wskaznikowa, natomiast t; (i = 1,2,...,N) sa wartosciami statystyki
testowej dla kolejnych préb bootstrapowych. W przypadku lewostronnego obszaru
krytycznego nierownosci we wzorach (6) oraz (7) nalezy zamieni¢ na przeciwne.
Bardziej skomplikowana jest kwestia wyznaczania empirycznego poziomu istotnosci
dla dwustronnego obszaru krytycznego. Niektdrzy autorzy uwazajg wrecz, ze pojecie
to z natury nie jest odpowiednie dla testow dwustronnych. Inni prezentuja rézniace
sie od siebie koncepcje, prowadzace do nieréwnowaznych definicji (zob. np. Gibbons,
Pratt, 1975; Kulinskaya, 2008; Mudholkar, Chaubey, 2009 i cytowana tam literatura).
W literaturze przedmiotu czesto stosuje sie koncepcje, w mysl ktérej empiryczny
poziom istotnosci dla dwustronnego obszaru krytycznego jest dwukrotnoscia empi-
rycznego poziomu istotnosci dla obszaru jednostronnego. Oznacza to, ze w sytuacji,
gdy rozktad statystyki testowej jest symetryczny wzgledem zera do obliczenia war-
tosci p mozna zastosowaé wzor (7), w ktérym wartosci t; oraz t, zamienia si¢ na ich
wartosci bezwzgledne, natomiast w ogdlnej sytuacji nalezy zastosowaé wzor:

Bioo =2min{;il(ti* <t0),|iIZN:I(ti* zto)}. (8)

Zgodnie ze wzorem (8), oszacowaniem empirycznego poziomu istotnosci jest
dwukrotnos¢ grubosci ogona rozktadu statystyki testowej, w ktdrym znajduje sig
wyznaczona wartos¢ ty (zob. np. MacKinnon, 2009; Rayner i inni, 2009; Davidson,
2012).

4. SYMULACJE MONTE CARLO

W celu oceny rozmiaru testu BDS badaniu poddano szeregi liczb pseudolosowych
wygenerowanych z siedmiu rozktadéw o zréznicowanych wiasnosciach: normalnego
N(0,1), jednostajnego U(0,1), t-Studenta t(3) i t(10), chi-kwadrat ¥?(2) i y(4) oraz
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gamma G(5,1).5 Z kazdego rozktadu wygenerowano po Nyc = 1000 replikacji ztozo-
nych z, kolejno, n = 300, 500, 700 i 1000 obserwacji. Dla kazdej z replikacji, empi-
ryczne poziomy istotnosci wyznaczono przy zastosowaniu trzech metod: rozktadu
asymptotycznego, bootstrap oraz metody permutacji. W przypadku obu zastosowa-
nych metod probkowania skonstruowano N = 1000 probek (dla kazdej z replikacji
0sobno). W tescie BDS przyjeto € =156, , gdzie &, jest odchyleniem standardowym
badanego szeregu, a takze cztery wartosci wymiaru zanurzenia: m = 2,3,4,5. Oblicze-
nia wykonano w srodowisku Matlab.®

W tabelach Z1-728 w Zataczniku zaprezentowano otrzymane wyniki badan. Dla
kazdego z zastosowanych rozktadow, kazdej rozwazonej dtugosci szeregu oraz kazdej
wartosci wymiaru zanurzenia m, empiryczny rozmiar testu oy, obliczono jako odsetek
z 1000 replikacji Monte Carlo, dla ktorych na podstawie wyznaczonych empirycznych
poziomow istotnosci odrzucono hipoteze zerowa przy poziomach istotnosci rownych,
kolejno, o = 0,01; 0,05; 0,1. W celu formalnego zweryfikowania istotnosci roéznicy
miedzy empirycznym rozmiarem testu a przyjeta wartoscia a zastosowano test dla
wskaznika struktury.” W tescie tym weryfikacji podlega hipoteza:

Ho: Oemp = a,
wzglgdem alternatywnej:

Hi: oemp # a.

Jak wiadomo, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej empiryczny rozmiar
all-a)

MC
pogrubiono te sposrod obliczonych wartosci oy, ktore w Swietle testu dla wskaznika
struktury istotnie roznity sie od «, przy czym symbole *, **, *** gznaczajg odrzuce-
nie Hy na poziomie istotnosci, odpowiednio, 0,1, 0,05 i 0,01.

Otrzymane rezultaty przeprowadzonych badan wskazuja, ze w przypadku zasto-
sowania rozktadu asymptotycznego, empiryczny rozmiar testu BDS istotnie zalezy od
rodzaju rozktadu procesu generujacego, dostepnej liczby obserwacji, a takze przyjetej
wartosci wymiaru zanurzenia m. Jak wida¢, najwieksza réznica miedzy rozmiarem
empirycznym a zadanym poziomem istotnosci ma miejsce dla rozktadu jednostajnego,

testu aem, Ma asymptotyczny rozktad normalny N(a, J W tabelach Z1-728

5 Badane szeregi zostaly wygenerowane w programie Gretl 1.9.4.

6 Przy tworzeniu kodu komputerowego wykorzystano procedure do obliczania wartosci statystyki
W, napisana przez L. Kanzlera.

7 Empiryczny rozmiar testu jest w istocie pewnym wskaznikiem struktury w populacji o rozkta-
dzie zero-jedynkowym, gdyz okresla frakcje badanych replikacji Monte Carlo, dla ktérych empiryczny
poziom istotnosci jest nie wigkszy od zadanej wartosci poziomu istotnosci.
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a takze dla rozktadu gamma. W przypadku wszystkich rozktadow rozmiar testu BDS
zalezy w duzym stopniu od dtugosci szeregu czasowego. Dla szeregdw kratkich, tj.
ztozonych z n = 300 oraz n = 500 obserwacji, jedynie dla rozktadéw t(3) i x%(4)
mozna uznac, ze test ma poprawny rozmiar. W pozostatych przypadkach empiryczny
rozmiar testu BDS jest istotnie wickszy od zadanego poziomu istotnosci, co ozna-
cza, ze zbyt czgsto nastepuje odrzucenie hipotezy zerowej. Wiasnos¢ ta szczego6lnie
zauwazalna jest dla wigkszych wartosci wymiaru zanurzenia m oraz dla wigkszych
wartosci o.

Duzo lepsze rezultaty otrzymano w wyniku zastosowania metod prébkowania,
cho¢ réwniez wtedy mozna zaobserwowaé przypadki odrzucenia hipotezy o réwno-
sci rozmiaru empirycznego i zadanego poziomu istotnosci. Sytuacja ta widoczna jest
zwtaszcza w przypadku rozktadéw: N(0,1) dla n = 700 i n = 1000, t(3) dla n = 700,
t(10) dla n = 300 i n = 500, x2(2) dla n = 500, x%(4) dla n = 500 i n = 700 oraz
G(5,1) dlan =300, n =500 i n = 700. Jednak nalezy podkresli¢, ze w zdecydowanej
wigkszosci przypadkéw zastosowanie metod prébkowania spowodowato, ze empi-
ryczny rozmiar testu BDS jest bardziej zblizony do przyjetego poziomu istotnosci,
niz w przypadku zastosowania rozktadu asymptotycznego.

W celu poréwnania ze sobg obu zastosowanych metod probkowania w tabeli 1
podsumowano, w ilu wypadkach dana metoda okazata sie lepsza, tzn. doprowadzita
do rozmiaru empirycznego a.n, blizszego zadanemu poziomowi istotnosci a.

Tabela 1.
Poréwnanie efektywnosci zastosowanych metod probkowania
Metoda prébkowania

Dtugos¢ szeregu -

metoda bootstrap metoda permutacji
n = 300 29 44
n = 500 35 39
n =700 37 35
n = 1000 43 36
Suma 144 154

Uwagi: W tabeli podsumowano, w ilu wypadkach dana metoda probkowania prowadzita do rozmiaru
empirycznego blizszego zadanemu poziomowi istotnosci. W tym celu, dla kazdego n poréwnano
ze sobg 4 x 3 x 7 = 84 empirycznych rozmiar6w testu zestawionych w tabelach Z1-Z28. Wartosci
z poszczegblnych wierszy tabeli 1 nie sumujg sie do 84, gdyz w niektérych przypadkach obie metody
prowadzity do rozmiaru empirycznego jednakowo odlegtego od zadanego poziomu istotnosci.
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie tabel Z1-728.

Jak wida¢ z tabeli 1 metoda permutacji prowadzita do nieco lepszych wynikéw
niz bootstrap. Jednak warto podkresli¢, ze przewaga metody permutacji maleje wraz
ze wzrostem liczby obserwacji w analizowanym szeregu. W przypadku n = 700
i n = 1000 lepsze rezultaty osiggnicto przy zastosowaniu techniki bootstrap.
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5. PODSUMOWANIE WYNIKOW BADAN

Z przeprowadzonych symulacji Monte Carlo wynika, ze empiryczny rozmiar
testu BDS zalezy od rodzaju rozktadu procesu generujacego, dtugosci analizowanego
szeregu czasowego, a takze przyjetej w tescie wartosci wymiaru zanurzenia m. Naj-
wicksza réznica migdzy rozmiarem empirycznym a zadanym poziomem istotnosci
ma miejsce dla rozktadu jednostajnego U(0,1) oraz dla rozktadu gamma G(5,1).
W przypadku wszystkich rozwazonych rozktaddw, tj. rdwniez: normalnego N(0,1),
t-Studenta t(3) i t(10) oraz chi-kwadrat x%(2) i x*(4) rozmiar testu w duzym stopniu
zalezy od dtugosci badanego szeregu czasowego. Dla szeregow krotkich, tj. ztozonych
z n = 300 oraz n = 500 obserwacji, jedynie dla rozktadéw t(3) i y(4) mozna uznac¢,
ze test ma poprawny rozmiar. W pozostatych przypadkach empiryczny rozmiar testu
BDS jest wiekszy od zadanego poziomu istotnosci, co oznacza, ze zbyt czesto naste-
puje odrzucenie hipotezy, ze badany szereg jest realizacja procesu i.i.d. Wtasnos¢ ta
szczegoOlnie widoczna jest dla wigkszych sposrod uwzglednionych w badaniu wartosci
wymiaru zanurzenia m.

W badaniu uwzgledniono trzy sposoby aproksymacji rozktadu statystyki testowej:
klasyczny — polegajacy na zastosowaniu asymptotycznego rozktadu normalnego oraz
dwie metody probkowania — bootstrap oraz metode permutacji. Poréwnujac roznice
migdzy empirycznymi rozmiarami testu a zatozonymi poziomami istotnosci, nalezy
stwierdzi¢, ze w przypadku szeregow ztozonych z 300 oraz 500 obserwacji, metody
prébkowania okazaty sie lepszym narzedziem aproksymacji rozktadu statystyki
testowej niz rozktad asymptotyczny. Warto réwniez dodaé, ze z przeprowadzonego
badania wynika, ze wybdr metody probkowania powinien zaleze¢ od dtugosci bada-
nego szeregu czasowego. W przypadku szeregow krétkich (n = 300 i n = 500) lepsze
rezultaty otrzymano przy zastosowaniu metody permutacji, natomiast w przypadku
szeregdw dtuzszych (n = 700 i n = 1000) — przy zastosowaniu techniki bootstrap.
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ZALACZNIK

EMPIRYCZNY ROZKLAD TESTU BDS - WYNIKI SYMULACJI MONTE CARLO

Tabela Z1.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu N(0,1). Liczba obserwacji n = 300
. . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,1% 1,4% 1,7%** 2,000***
a=0,05 5,6% 6,3%* 7,1%0*** 8,000%***
a=0,1 11,9%** 13,0%6*** 13,4%6%** 13,7%***
metoda bootstrap
a=0,01 0,7% 0,9% 1,3% 1,2%
a=0,05 3,7%* 4,5% 5,8% 5,8%
a=0,1 8,9% 9,7% 11,3% 10,7%
metoda permutacji
a=0,01 0,7% 0,8% 1,1% 1,3%
a=0,05 3,9% 4,0% 5,6% 5,6%
a=0,1 9,2% 9,2% 10,9% 10,6%
Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z2.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu N(0,1). Liczba obserwacji n = 500
. . . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,5% 1,4% 2,5%0*** 1,8%**
a =0,05 5,5% 6,7%** 6,9%0*** 6,6%0**
a=0,1 12,3%** 12,0%** 12,3%** 13,7%***
metoda bootstrap
a=0,01 1,2% 1,4% 1,8%** 1,1%
a =0,05 5,0% 5,7% 6,0% 6,0%
a=0,1 10,0% 10,9% 11,3% 12,0%0**
metoda permutacji
a=0,01 1,5% 1,3% 1,6%* 1,4%
a =0,05 5,2% 5,5% 6,2%* 5,8%
a=0,1 10,2% 11,3% 10,8% 11,2%

Zrédto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z3.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu N(0,1). Liczba obserwacji n = 700
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 2,000%** 1,8%** 1,8%** 1,6%*
a = 0,05 6,9%0%** 6,1% 6,7%** 6,8%0%**
a=0/1 12,2%** 11,8%* 12,0%0** 11,2%
metoda bootstrap
a=0,01 1,4% 2,000*** 1,9%*** 1,9%p***
o = 0,05 6,2%* 5,5% 6,0% 6,4%**
a=0/1 11,3% 10,6% 10,6% 10,5%
metoda permutacji
a=0,01 1,7%** 1,3% 1,4% 1,6%*
o = 0,05 6,1% 5,7% 6,4%** 6,3%*
a=0/1 11,2% 10,6% 10,7% 10,5%
Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z4.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu N(0,1). Liczba obserwacji n = 1000
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 2,000%** 2,4%0*** 2,1%0%** 2,2%%**
a = 0,05 5,8% 6,1% 7,4%*** 7,1%0%**
a=0/1 11,3% 11,7%* 11,9%** 12,7%***
metoda bootstrap
a=0,01 1,8%** 2,2%0*** 1,9%*** 2,000%**
a = 0,05 5,9% 5,6% 7,1%0%** 6,9%0***
a=0]1 10,3% 11,0% 11,7%* 11,4%
metoda permutacji
a=0,01 1,9%*** 2,2%p*** 2,000%** 1,8%**
o = 0,05 5,7% 5,7% 7,1%0%** 7,2%%**
a=0/1 10,8% 10,6% 11,2% 11,9%**

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z5.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu U(0,1). Liczba obserwacji n = 300
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozktad asymptotyczny
a=0,01 3,6%0%** 4,0%*** 4,4%%** 4,0%%***
a =0,05 11,3%*** 10,9%*** 9,7%*** 10,6%0%***
a=0,1 18,8%0*** 18,090*** 17,6%0*** 17,5%0***
metoda bootstrap
a=0,01 1,1% 1,5% 1,5% 1,3%
a = 0,05 6,2%* 6,3%* 5,9% 6,0%
a=0,1 11,6%* 11,1% 10,1% 11,2%
metoda permutacji
a=0,01 1,4% 1,6%* 1,6%* 1,6%*
a = 0,05 6,2%* 5,9% 5,8% 5,7%
a=0,1 11,6%* 10,8% 9,9% 10,6%
Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z6.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu U(0,1). Liczba obserwacji n = 500
. . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 2,6%0%** 2,2%%** 2,2%0*** 2,1%0***
a =0,05 8,3%*** 9,090*** 7,8%0*** 7,3%***
a=0/1 13,6%0*** 14,3%p*** 14,2%p*** 12,5%0%**
metoda bootstrap
a=0,01 1,5% 1,3% 0,9% 1,1%
a = 0,05 5,7% 5,7% 5,0% 5,4%
a=0/1 11,0% 10,4% 10,4% 9,6%
metoda permutacji
a=0,01 1,8%** 1,5% 0,9% 1,3%
o = 0,05 5,6% 5,7% 5,2% 5,3%
a=0/1 10,5% 10,6% 10,2% 9,2%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z7.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu U(0,1). Liczba obserwacji n = 700
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,9%*** 1,3% 1,7%** 1,8%0**
a =0,05 8,49%0*** 7,6%*** 7,000%** 7,5%0%**
=01 15,1%*** 14,9%*** 14,0%*** 13,7%***
metoda bootstrap
a=0,01 1,4% 1,2% 1,4% 1,3%
a=0,05 6,0% 5,7% 5,4% 5,2%
a=01 11,7%* 11,6%* 11,2% 11,7%*
metoda permutacji
a=0,01 1,2% 1,3% 1,4% 1,1%
a=0,05 6,6%0** 5,8% 5,6% 5,7%
a=0,1 11,6%* 11,6%* 11,4% 10,8%
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela Z8.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu U(0,1). Liczba obserwacji n = 1000
. . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,5% 1,5% 0,9% 1,3%
a =0,05 7,1%*** 7,1%*** 6,4%** 6,9%0%**
a=01 12,9%*** 13,0%*** 13,4%0*** 13,4%0***
metoda bootstrap
a=0,01 1,0% 0,5% 1,0% 0,9%
a=0,05 5,6% 5,0% 4,8% 5,2%
a=01 11,2% 11,6%* 10,9% 10,7%
metoda permutacji
a=0,01 1,2% 0,7% 0,6% 0,8%
a=0,05 5,9% 5,3% 5,0% 5,0%
a=01 11,1% 11,3% 10,3% 10,9%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z9.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(3). Liczba obserwacji n = 300
o ) Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
o =0,01 1,1% 1,2% 1,3% 1,2%
o = 0,05 5,6% 5,4% 6,6%0** 5,7%
a=0,1 10,9% 11,3% 11,2% 12,0%0**
metoda bootstrap
o =0,01 1,0% 0,8% 1,0% 0,8%
o = 0,05 4,8% 4,8% 5,2% 4,4%
a=0/1 9,5% 9,8% 10,0% 10,0%
metoda permutacji
o =0,01 0,9% 1,1% 1,2% 0,8%
o = 0,05 4,6% 4,9% 5,0% 4,7%
a=0/1 9,2% 9,6% 10,1% 10,3%
Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z10.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(3). Liczba obserwacji n = 500
. . . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 0,6% 1,1% 0,8% 1,0%
a =0,05 3,9% 4,5% 4,7% 5,7%
a=0,1 9,4% 8,9% 10,8% 10,6%
metoda bootstrap
a=0,01 0,8% 1,0% 0,9% 1,4%
a = 0,05 3,9% 4,1% 3,9% 4,6%
a=0,1 8,6% 7,9%** 9,7% 9,3%
metoda permutacji
a=0,01 0,6% 0,9% 0,7% 1,4%
a = 0,05 3,4%** 4,2% 4,0% 4,7%
a=0,1 8,6% 8,1%** 9,6% 10,2%

Zrédto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z11.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(3). Liczba obserwacji n = 700
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 0,6% 0,7% 0,9% 1,0%
a =0,05 4,1% 4,5% 3,9% 4,2%
a=01 9,5% 8,2%* 8,2%* 8,09%0**
metoda bootstrap
a=0,01 0,6% 0,9% 1,0% 1,2%
a =0,05 3,9% 4,3% 3,7%* 3,9%
a=01 8,8% 8,0%** 7,6%** 7,8%**
metoda permutacji
a=0,01 0,7% 0,7% 1,0% 1,3%
a =0,05 4,1% 3,5%** 3,6%** 3,8%*
a=0,1 8,7% 7,7%** 7,4%*** 7,6%**
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela Z12.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(3). Liczba obserwacji n = 1000
Poziom istotnosci a Wymiar zanrzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozktad asymptotyczny
a=0,01 1,1% 0,6% 0,7% 1,1%
a =0,05 4,3% 4,4% 4,2% 3,9%
a=01 8,2%* 9,4% 9,1% 10,5%
metoda bootstrap
a=0,01 1,3% 0,9% 0,8% 1,0%
a =0,05 3,9% 4,3% 4,0% 3,8%*
a=01 7,7%** 8,8% 8,8% 9,4%
metoda permutacji
a=0,01 1,1% 0,8% 0,9% 0,9%
o =0,05 3,7%* 4,7% 3,6%** 3,7%*
a=0,1 7,5%*** 9,0% 8,8% 9,2%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z13.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(10). Liczba obserwacji n = 300
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny

a=0,01 2,1%0%** 2,1%0%** 1,99%0*** 1,7%**
a =0,05 6,7%** 6,8%0%** 6,6%0** 7,9%0%**
a=01 13,99%*** 14,3%p*** 13,2%0*** 13,3%***

metoda bootstrap
a=0,01 1,3% 1,4% 1,7%** 1,7%**
a =0,05 5,6% 5,7% 5,4% 6,2%0*
a=0,1 11,8%* 12,0%** 10,5% 11,3%

metoda permutacji
a=0,01 1,4% 1,7%** 1,5% 1,7%**
a=0,05 5,6% 5,7% 5,1% 5,7%
a=0,1 11,4% 10,8% 11,0% 11,1%

Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z14.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(10). Liczba obserwacji n = 500
L . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozktad asymptotyczny

a=0,01 1,9%*** 1,8%** 1,99%0*** 2,000***
a =0,05 6,2%* 7,2%%** 6,3%* 7,000%**
a=0,1 11,3% 11,7%* 12,2%** 12,2%**

metoda bootstrap
a=0,01 2,2%%*** 1,6%* 1,6%* 2,000***
a =0,05 5,8% 6,7%** 5,9% 6,4%**
a=0,1 9,6% 10,7% 11,3% 11,2%

metoda permutacji
a=0,01 1,8%** 1,6%* 1,8%** 2,2%%***
a =0,05 5,9% 6,5%0** 5,7% 6,2%*
a=0,1 10,0% 11,1% 10,6% 11,3%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z15.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(10). Liczba obserwacji n = 700
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,0% 1,3% 1,3% 1,4%
a =0,05 4,8% 5,4% 5,3% 5,1%
=01 10,8% 10,0% 9,5% 9,8%
metoda bootstrap
a=0,01 0,9% 1,5% 1,3% 1,5%
a=0,05 4,3% 5,0% 4,4% 5,1%
a=01 9,6% 9,2% 8,8% 9,6%
metoda permutacji
a=0,01 0,9% 1,4% 1,3% 1,4%
a=0,05 4,4% 5,1% 4,8% 4,8%
a=0,1 9,7% 9,4% 8,6% 9,4%
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela Z16.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu t(10). Liczba obserwacji n = 1000
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,1% 1,0% 1,2% 1,2%
a =0,05 5,2% 57% 4,7% 4,8%
a=01 10,0% 11,2% 10,8% 10,8%
metoda bootstrap
a=0,01 1,5% 1,4% 1,1% 1,1%
a=0,05 5,2% 5,3% 4,4% 5,3%
a=01 9,7% 10,6% 10,5% 10,0%
metoda permutacji
a=0,01 1,4% 1,2% 1,2% 1,3%
a=0,05 5,0% 5,7% 4,8% 4,8%
a=01 9,6% 9,8% 10,4% 10,4%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z17.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu y2(2). Liczba obserwacji n = 300
o . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,1% 1,7%** 1,8%** 1,7%**
a = 0,05 6,1% 6,5%0** 7,2%*** 6,5%0**
a=0,1 12,3%** 13,090*** 12,5%0*** 12,8%0***
metoda bootstrap
a=0,01 0,6% 1,6%* 1,4% 1,6%*
a = 0,05 5,6% 5,6% 6,3%* 5,9%
a=0,1 10,6% 11,1% 11,4% 11,8%*
metoda permutacji
a=0,01 0,8% 1,0% 1,4% 1,3%
a =0,05 5,3% 5,8% 5,9% 5,8%
a=0,1 11,3% 11,3% 11,5% 11,3%
Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z18.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu y2(2). Liczba obserwacji n = 500
L . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 m=3 | m=4 m=5
rozktad asymptotyczny
a=0,01 1,4% 1,3% 1,1% 0,9%
a =0,05 5,3% 7,3%*** 7,3%*** 7,1%0%**
a=0,1 12,6%0*** 12,4%** 12,7%*** 12,5%**
metoda bootstrap
a=0,01 1,3% 1,1% 0,9% 1,0%
a =0,05 5,4% 6,4%** 6,5%0** 6,5%**
a=0,1 11,6%* 12,3%** 11,8%* 12,2%**
metoda permutacji
a=0,01 1,2% 1,0% 0,9% 0,8%
a =0,05 4,8% 7,2%%** 6,2%* 6,7%**
a=0,1 11,9%** 11,8%* 12,9%0*** 12,1%**

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z19.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu »2(2). Liczba obserwacji n = 700
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 0,9% 1,2% 0,9% 0,8%
a =0,05 6,2%* 5,3% 5,0% 5,1%
a=01 11,7%* 11,6%* 10,4% 10,5%
metoda bootstrap
a=0,01 1,2% 1,4% 0,9% 0,6%
a=0,05 5,9% 5,6% 5,1% 5,3%
a=01 11,3% 11,0% 10,0% 10,2%
metoda permutacji
a=0,01 1,0% 1,3% 0,9% 0,8%
a=0,05 6,1% 5,1% 5,0% 5,2%
a=0,1 11,0% 11,0% 9,8% 10,0%
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela Z20.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu »2(2). Liczba obserwacji n = 1000
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 0,9% 1,3% 1,1% 1,0%
a =0,05 5,1% 5,5% 4,9% 5,2%
a=01 11,7%* 10,9% 10,6% 10,2%
metoda bootstrap
a=0,01 0,8% 1,3% 1,2% 0,8%
a=0,05 4,8% 5,0% 4,8% 5,1%
a=01 10,8% 10,3% 9,8% 9,6%
metoda permutacji
a=0,01 0,9% 1,5% 1,1% 1,0%
a=0,05 4,7% 4,9% 5,1% 5,2%
a=01 10,7% 10,5% 10,8% 10,2%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z21.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu y2(4). Liczba obserwacji n = 300
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,1% 1,4% 1,1% 1,2%
a =0,05 4,0% 5,9% 6,4%** 6,0%
a=01 10,4% 10,6% 11,3% 11,3%
metoda bootstrap
a=0,01 0,7% 1,3% 1,1% 1,3%
a=0,05 3,4%** 5,2% 5,4% 4,6%
a=01 7,8%** 9,4% 10,0% 10,6%
metoda permutacji
a=0,01 1,1% 0,9% 1,0% 1,1%
a=0,05 3,7%* 4,6% 5,0% 4,9%
a=0,1 7,9%** 9,0% 9,7% 9,9%
Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z222.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu y2(4). Liczba obserwacji n = 500
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 m=3 m=4 m=5
rozktad asymptotyczny
a=0,01 0,8% 1,1% 1,1% 1,2%
a =0,05 3,4%** 4,4% 4,4% 4,4%
a=01 9,3% 9,3% 9,8% 10,1%
metoda bootstrap
a=10,01 0,7% 0,8% 0,9% 1,1%
a =0,05 2,9%*** 3,6%** 3,5%0** 4,4%
a=01 8,4%* 8,3%* 8,5% 8,6%
metoda permutacji
a=0,01 0,8% 0,8% 1,0% 1,2%
o =0,05 3,19%*** 3,9% 4,1% 4,2%
a=0,1 8,3%* 8,7% 8,9% 8,9%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z23.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu »2(4). Liczba obserwacji n = 700
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 0,8% 0,7% 1,1% 1,2%
a =0,05 3,6%0** 3,9% 4,7% 4,5%
a=01 8,5% 7,7%** 8,8% 9,2%
metoda bootstrap
a=0,01 0,7% 1,0% 1,1% 1,3%
a=0,05 3,5%** 3,9% 4,6% 4,5%
a=01 7,8%** 7,0%%** 8,5% 8,4%*
metoda permutacji
a=0,01 0,8% 1,0% 1,5% 1,4%
a=0,05 3,7%* 3,9% 4,1% 4,4%
a=0,1 8,3%* 7,6%** 8,4%* 9,1%
Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela Z24.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu »%(4). Liczba obserwacji n = 1000
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 0,5% 0,8% 1,4% 1,5%
a =0,05 4,4% 4,4% 4,1% 5,0%
a=01 8,7% 8,5% 9,2% 9,5%
metoda bootstrap
a=0,01 0,6% 0,6% 1,6%* 1,7%**
a=0,05 3,8%* 4,3% 4,3% 4,8%
a=01 8,6% 8,1%** 8,7% 9,0%
metoda permutacji
a=0,01 1,0% 0,7% 1,6%* 1,8%**
a=0,05 3,9% 4,4% 3,9% 4,6%
a=01 8,3%* 8,6% 8,8% 9,1%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z225.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu G(5,1). Liczba obserwacji n = 300
o . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny
a=0,01 1,5% 2,2%%** 2,090*** 1,7%**
a = 0,05 7,1%%** 8,000*** 7,3%*** 7,5%0%**
a=0,1 13,3%*** 14,6%0*** 14,6%*** 13,8%0***
metoda bootstrap
a=0,01 1,3% 1,4% 2,090*** 1,6%*
a =0,05 4,8% 6,2%* 6,4%** 6,1%
a=0,1 10,3% 12,4%** 11,9%** 11,0%
metoda permutacji
a=0,01 1,3% 1,6%* 1,7%** 1,7%**
a =0,05 5,0% 6,2%* 6,2%* 5,8%
a=0,1 11,1% 12,09%0** 11,6%* 11,4%
Zrédto: obliczenia wiasne.
Tabela Z26.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu G(5,1). Liczba obserwacji n = 500
L . Wymiar zanurzenia m
Poziom istotnosci a
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozktad asymptotyczny
a=0,01 1,2% 1,4% 1,6%* 1,8%**
a =0,05 6,0% 7,3%0*** 6,4%** 6,690**
a=0,1 12,0%0** 13,090*** 13,4%*** 12,8%0***
metoda bootstrap
a=0,01 1,3% 1,4% 1,7%** 1,7%**
a=0,05 4,4% 6,3%* 5,7% 5,6%
a=0,1 10,7% 11,9%** 11,4% 11,3%
metoda permutacji
a=0,01 0,9% 1,6%* 1,2% 1,8%**
a =0,05 5,1% 6,6%0** 5,7% 5,8%
a=0,1 10,7% 11,7%* 11,9%** 11,3%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tabela Z27.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu G(5,1). Liczba obserwacji n = 700
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 | m=4 m=5
rozklad asymptotyczny

a=0,01 1,1% 1,6%* 1,7%** 1,7%**
a =0,05 6,5%** 6,3%* 6,3%* 7,090***
a=01 12,3%** 11,8%* 12,0%** 12,5%***

metoda bootstrap
a=0,01 1,4% 1,7%** 1,3% 1,5%
a=0,05 6,2%* 6,0% 6,2%* 6,7%**
a=01 11,3% 11,1% 11,1% 11,6%*

metoda permutacji
a=0,01 0,9% 1,3% 1,3% 1,6%*
a=0,05 6,4%** 6,4%** 5,9% 7,090***
a=0,1 11,8%* 11,0% 11,2% 11,9%**

Zrodto: obliczenia wiasne.
Tabela Z28.
Empiryczny rozmiar testu dla rozktadu G(5,1). Liczba obserwacji n = 1000
Poziom istotnosci a Wymiar zanurzenia m
m=2 | m=3 m=4 m=5
rozklad asymptotyczny

a=0,01 1,5% 1,6%* 1,5% 1,6%*
a=0,05 6,0% 6,0% 5,9% 6,0%
=01 10,9% 11,4% 11,3% 11,6%*

metoda bootstrap
a=0,01 1,7%** 1,7%** 1,2% 1,4%
a=0,05 5,8% 5,5% 5,5% 5,6%
a=01 10,4% 10,2% 10,2% 10,6%

metoda permutacji
a=0,01 1,4% 1,7%** 1,5% 1,6%*
a=0,05 5,6% 5,8% 6,0% 5,9%
a=0,1 10,8% 10,9% 10,7% 11,0%

Zrodto: obliczenia wiasne.
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SYMULACYJNA OCENA ROZMIARU TESTU BDS

Streszczenie

Test BDS jest jednym z najwazniejszych i najczesciej stosowanych narzedzi detekcji nieliniowosci
w szeregach czasowych. W artykule, przy zastosowaniu symulacji Monte Carlo, analizie poddano jego
rozmiar. Symulacje przeprowadzono na podstawie szeregéw liczb pseudolosowych o réznych dtugo-
$ciach, wygenerowanych z siedmiu rozkladéw o zréznicowanych wiasnosciach. W badaniu uwzgledniono
trzy sposoby aproksymacji rozktadu statystyki testowej: klasyczny — polegajacy na zastosowaniu asymp-
totycznego rozktadu normalnego oraz dwie metody prébkowania — bootstrap oraz metode permutacji.

Slowa Kkluczowe: test BDS, metody prébkowania, rozmiar testu, symulacje Monte Carlo

SIMULATION ANALYSIS OF THE SIZE OF THE BDS TEST

Abstract

The BDS test is one of the most important and most commonly used tools for detection of nonli-
nearity in time series. In the paper, the size of the BDS test is assessed using Monte Carlo simulations.
The simulation uses pseudo-random series of different length, generated from seven distributions with
different properties. In the research, the approximation of the finite sample distribution of the BDS stati-
stic was performed using three methods: the classical one — based on the asymptotic normal distribution
and two resampling methods: the bootstrap and the permutation technique.

Keywords: BDS test, resampling methods, size of a test, Monte Carlo simulations






