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1. WPROWADZENIE

Test BDS (Brock i inni, 1987) jest jedn  z najwa niejszych i najpopularniejszych 
metod detekcji zale no ci w szeregach czasowych. Test ten cechuje si  wysok  moc  
wzgl dem zale no ci nie tylko liniowych, ale przede wszystkim – nieliniowych. 
Wywodzi si  z teorii chaosu lecz, w przeciwie stwie do innych narz dzi detekcji cha-
otycznych szeregów czasowych, tj. np. wymiaru korelacyjnego, najwi kszego wyk ad-
nika Lapunowa, czy entropii Ko mogorowa, nie ma na celu identy  kacji okre lonego 
atrybutu systemów chaotycznych. Cho  BDS ma wysok  moc wzgl dem procesów 
chaotycznych, z natury jest testem uniwersalnym, umo liwiaj cym detekcj  zale -
no ci bardzo ró nego typu. Badania symulacyjne potwierdzi y jego przydatno  do 
identy  kacji zró nicowanych procesów nieliniowych – zarówno deterministycznych, 
jak i stochastycznych (np. Brock i inni, 1991; Hsieh, 1991; Liu i inni, 1993; Brock 
i inni, 1996; Ashley, Patterson, 2001; Diks, 2003; Diks, Panchenko, 2007). Mi dzy 
innymi z tego wzgl du, test BDS jest jednym z najcz ciej stosowanych w bada-
niach empirycznych testów nieliniowo ci. Równie  w literaturze ekonometrycznej 
mo na znale  wiele przyk adów zastosowania testu BDS do analizy  nansowych 
i ekonomicznych szeregów czasowych, w tym tak e szeregów pochodz cych z pol-
skiego rynku  nansowego (np. Poshokwale, Murinde, 2001; Doman, 2002; Bruzda, 
2002; Doman, Doman, 2003, 2004; Orzeszko, 2005; Gurgul, Suder, 2010; Fiszeder, 
Orzeszko, 2012; Zeug- ebro, 2013).

Istotnym aspektem oceny jako ci ka dego testu statystycznego jest analiza jego 
w asno ci ma opróbkowych, w tym zw aszcza rozmiaru i mocy. W niniejszym arty-
kule, przy zastosowaniu symulacji Monte Carlo, dokonano oceny rozmiaru testu 
BDS. Symulacje te stanowi  uzupe nienie dla bada  przeprowadzonych przez innych 
autorów (np. Brock i inni, 1991; Hsieh, 1991; Kanzler, 1999; Graaff de i inni, 2006; 
Taylor, 2007). Opublikowane wyniki dotychczasowych bada  symulacyjnych potwier-
dzaj  dobre w asno ci testu BDS, cho  jednocze nie wskazuj  na pewne jego s abe 
strony, które powinny by  uwzgl dniane przy interpretacji otrzymywanych wyników. 

1 Projekt zosta  s  nansowany ze rodków Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie 
decyzji numer DEC-2013/11/B/HS4/00578.
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Przyk adowo, symulacje przeprowadzone przez W.A. Brocka, D.A. Hsieha oraz 
B. LeBarona wykaza y, e test BDS skutecznie identy  kuje szeregi b d ce realizacj  
procesów i.i.d. o rozk adach: normalnym, t-Studenta, chi-kwadrat oraz Cauchy’ego, 
lecz jednocze nie jest on mniej skuteczny w przypadku rozk adu jednostajnego 
i bimodalnego (Brock i inni, 1991; Hsieh, 1991). Z kolei z bada  przeprowadzonych 
przez L. Kanzlera wynika, e wraz ze wzrostem warto ci parametru zanurzenia2 roz-
k ad statystyki testowej w te cie BDS w coraz wi kszym stopniu odbiega od asymp-
totycznego, tj. standardowego rozk adu normalnego (Kanzler, 1999). Ponadto z bada  
tych wynika, e rozk ad statystyki testowej ma grubsze ogony ni  rozk ad normalny, 
co powoduje, e wyznaczanie warto ci krytycznych na podstawie rozk adu normal-
nego prowadzi do zbyt cz stego odrzucania hipotezy o braku zale no ci w badanym 
procesie (zob. równie  Taylor, 2007). 

Prowadzone badania jednoznacznie wykazuj , e test BDS jest wra liwy na 
liczb  obserwacji (np. Kanzler, 1999; Graaff de i inni, 2006; Brock i inni, 1991). 
Brock, Hsieh i LeBaron na podstawie przeprowadzonych symulacji stwierdzili, e 
wiarygodne wyniki otrzymuje si  dla szeregów licz cych co najmniej 250 obserwacji 
(Brock i inni, 1991). Z tego wzgl du, w przypadku odpowiednio krótkich szeregów 
czasowych, do wyznaczania warto ci krytycznych celowe wydaje si  zastosowanie 
metod próbkowania. Metody próbkowania s u  do aproksymacji nieznanych roz-
k adów statystyk poprzez analiz  warto ci wygenerowanych wielokrotnie z tej samej 
próby, wed ug okre lonych zasad. W szczególno ci, mo na je stosowa  do aproksy-
macji rozk adów statystyk testowych, co w efekcie umo liwia wyznaczenie warto ci 
empirycznego poziomu istotno ci (ang. p-value) oraz warto ci krytycznych.

Dokonana w niniejszym artykule ocena rozmiaru testu BDS uwzgl dnia kwesti  
doboru metody aproksymacji rozk adu statystyki testowej. Z tego wzgl du do wyzna-
czenia warto ci empirycznych poziomów istotno ci zastosowano zarówno rozk ad 
asymptotyczny, jak i dwie metody próbkowania: bootstrap oraz technik  permutacji. 
Badanie przeprowadzono na podstawie szeregów liczb pseudolosowych o ró nych 
d ugo ciach, wygenerowanych z rozk adów o zró nicowanych w asno ciach. 

W dalszej cz ci praca skonstruowana jest nast puj co: w punkcie drugim scha-
rakteryzowano istot  i konstrukcj  testu BDS, w punkcie trzecim zaprezentowano 
dwie metody próbkowania: bootstrap i technik  permutacji oraz opisano mo liwo  
ich zastosowania w procesie testowania. W czwartym punkcie przedstawiono wyniki 
symulacji Monte Carlo, natomiast w punkcie pi tym podsumowano wyniki przepro-
wadzonych bada .

2 Parametry wyst puj ce w te cie BDS zosta y szczegó owo scharakteryzowane w punkcie 2.
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2. ISTOTA I KONSTRUKCJA TESTU BDS

Test BDS jest nieparametrycznym testem wery  kuj cym hipotez  zerow , e 
badany szereg czasowy jest realizacj  procesu i.i.d., tzn. niezale nych zmiennych 
losowych o jednakowym rozk adzie. Nieparametryczno  testu BDS polega na tym, 
e sformu owana w nim hipoteza alternatywna nie zawiera w sobie parametrycznego 

modelu opisuj cego zale no ci w badanym procesie. Oznacza to, e odrzucenie 
hipotezy zerowej nie daje w bezpo redni sposób informacji o rodzaju wykrytych 
zale no ci. Nale y podkre li , e test BDS identy  kuje zale no ci zarówno determi-
nistyczne, jak i stochastyczne, a tak e, e cechuje si  wysok  moc  detekcji procesów 
z nieliniowo ci  – zarówno w redniej, jak i w wariancji. Jednak test wykrywa rów-
nie  zale no ci liniowe, w zwi zku z czym w celu detekcji nieliniowo ci, testowaniu 
nale y poddawa  szeregi czasowe z wyeliminowanymi zale no ciami liniowymi, 
co w praktyce realizuje si  poprzez prze  ltrowanie danych odpowiednim modelem 
ARMA. Warto równie  wspomnie , e BDS mo e by  równie  wykorzystywany do 
identy  kacji stacjonarno ci, gdy  dobrze wykrywa trend zarówno w redniej, jak 
i w wariancji (zob. Brock i inni, 1991, s. 70).

Statystyka testowa w te cie BDS oparta jest na ca ce korelacyjnej, któr  dla sze-
regu czasowego (x1, x2,..., xn) konstruuje si  przy zastosowaniu wektorów opó nie  
postaci: 
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gdzie zadana liczba   nazywana jest wymiarem zanurzenia,  jest ustalon  dodat-
ni  liczb  rzeczywist , natomiast T = n – m + 1 jest liczb  wszystkich wektorów 
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rem:

xxI m
s

m
t ˆ,ˆ

 wypadkuprzeciwnymw

xx m
s

m
t

;

ˆˆ;1
, 
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gdzie   jest norm  „supremum” (tzn. imi xx ,...,1sup ).  Z w asno ci normy 

supremum wynika, e ca k  korelacyjn  )(CT
m   mo na zapisa  w postaci:
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Ca ka korelacyjna jest estymatorem prawdopodobie stwa, e dwa losowo wybrane 
wektory opó nie  przyjmuj  warto ci odleg e o mniej ni  . Jej w asno ci asympto-
tyczne okre lone s  twierdzeniami dotycz cymi tzw. U-statystyk, których szczegól-
nym rodzajem jest ca ka korelacyjna. Wprowadzone przez Hoeffdinga (1948) poj cie 
U-statystyki dotyczy jednego z najwa niejszych narz dzi estymacji parametrów roz-
k adu populacji. U-statystyk  nazywa si  statystyk  okre lon  wzorem:
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gdzie X1, X2,...,Xn jest zadanym ci giem niezale nych m-wymiarowych wektorów 
losowych, r  n, natomiast h: r jest pewn  symetryczn , mierzaln  funkcj , 
zwan  j drem (zob. Hoeffding, 1948; Panchenko, 2006). Gdy wektory X1, X2,...,Xn  
maj  t  sam  dystrybuant  F, wówczas Un jest nieobci onym estymatorem parame-
tru rozk adu populacji: 
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Statystyka testowa w te cie BDS jest funkcj  ca ek korelacyjnych postaci:
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gdzie T,m( ) jest czynnikiem normalizuj cym, którego wzór przedstawiony jest np. 
w pracy Brock i inni (1991). Odwo uj c si  do asymptotycznych w asno ci U-staty-
styk udowodniono, e w przypadku szeregu czasowego b d cego realizacj  procesu 
i.i.d.4 o niezdegenerowanym rozk adzie, dla ka dego m > 1 oraz  > 0 statystyka 
W jest zbie na wed ug rozk adu do standardowego rozk adu normalnego (Brock i inni, 
1991; Brock i inni, 1996).

Jak wida , warto  statystyki W zale y od parametrów m oraz . Z symulacji prze-
prowadzonych przez Brocka i inni (1991) wynika, e wymiar zanurzenia m powinien 
przyjmowa  warto ci 2, 3, 4, 5 dla krótkich szeregów (do 500 obserwacji) i warto ci 
2, 3, ..., 10 – dla d ugich (co najmniej 2000 obserwacji). Z kolei warto ci  powinny 
znajdowa  si  w zakresie od xˆ,  do xˆ,1 xˆ   jest odchyleniem standardo-
wym badanego szeregu. Natomiast z bada  przeprowadzonych przez Kanzlera (1999) 
wynika, e warto  tego parametru powinna zale e  od rozk adu analizowanego pro-
cesu. Przyk adowo w przypadku szeregów wygenerowanych z rozk adu normalnego 
lub do niego zbli onego, nale y przyj  xˆ,1   lub xˆ . Kanzler podkre la, 
e dobór parametrów w te cie mo e mie  du y wp yw na empiryczny rozmiar testu 

BDS.

3. TESTY BOOTSTRAPOWE I PERMUTACYJNE

Do wyznaczenia warto ci krytycznych oraz empirycznych poziomów istotno ci 
niezb dna jest znajomo  rozk adu statystyki testowej. Jednak w przypadku wielu 
testów statystycznych rozk ad ma opróbkowy ich statystyki testowej nie jest znany. 
W praktyce powszechnie stosowan  metod  wykorzystywan  w procesie testowania 
jest aproksymacja rozk adu ma opróbkowego rozk adem asymptotycznym. Podej cie 
to wi e si  jednak z okre lonymi problemami. Przede wszystkim w wi kszo ci 
wypadków nieznane jest tempo zbie no ci rozk adu ma opróbkowego do rozk adu 
asymptotycznego, co w efekcie oznacza niemo no  okre lenia niezb dnej liczby 
danych, dla których aproksymacja ta jest wystarczaj co dok adna. Ponadto, wiele 
spo ród twierdze  okre laj cych asymptotyk  statystyk testowych opartych jest na 
pewnych za o eniach dotycz cych rozk adu populacji, które w praktyce mog  nie 
by  spe nione. Warto równie  doda , e w niektórych przypadkach mog  wyst pi  
trudno ci z wyznaczeniem kwantyli dla rozk adu asymptotycznego. Z powy szych 
wzgl dów coraz wi ksze zainteresowanie w ród statystyków i ekonometryków budz  
metody próbkowania, zwane równie  metodami repróbkowania lub resamplingu. 

4 W celu wyprowadzenia w asno ci asymptotycznych U-statystyk Hoeffding (1948) przyj , e 
wektory X1, X2,...,Xn s  niezale ne o jednakowym rozk adzie (i.i.d.), podczas, gdy Denker, Keller (1983) 
os abili to za o enie, zast puj c warunek niezale no ci za o eniem, e analizowany proces jest absolutnie 
regularny (ang. absolutely regular).
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Metody próbkowania s  technikami symulacyjnymi, gdy  polegaj  na analizie warto-
ci statystyk otrzymywanych dla próbek wielokrotnie wygenerowanych z danego sze-

regu czasowego. Metody te, mimo swojej czasoch onno ci, s  skutecznym narz dziem 
aproksymacji ma opróbkowych rozk adów statystyk testowych, nawet w przypadku 
stosunkowo ma ej liczby obserwacji. Ich zastosowanie mo e prowadzi  do dok ad-
niejszego oszacowania empirycznego poziomu istotno ci i warto ci krytycznych roz-
k adu statystyki testowej w porównaniu z rozk adem asymptotycznym. Przyk adowo, 
w przypadku testów bootstrapowych (polegaj cych na zastosowaniu najpopularniej-
szej metody repróbkowania, tj. techniki bootstrap), b d oszacowa  empirycznego 
poziomu istotno ci dla jednostronnych obszarów krytycznych zwykle jest rz du 
O(n–1), a w niektórych wypadkach nawet O(n–1,5), podczas, gdy przy wykorzystaniu 
rozk adów asymptotycznych wynosi on O(n–0,5), gdzie n jest wielko ci  próby (Hall, 
1992, s. 102–103, s. 178; Davidson, MacKinnon, 1996). W przypadku dwustronnych 
obszarów krytycznych, b dy te wynosz , odpowiednio, O(n–2) i O(n–1) (por. Härdle 
i inni, 2003; Horowitz, 2000, s. 29).

W niniejszym artykule rozwa ono dwie metody próbkowania: bootstrap oraz 
technik  permutacji. Zgodnie z ide  próbkowania, w metodach tych na podstawie 
szeregu czasowego (x1, x2,..., xn) generuje si  N-krotnie próby, czyli skonstru-
owane wed ug okre lonych zasad ci gi warto ci ***

1 ,...,, nxxx . Zasadnicza ró nica 
mi dzy metod  bootstrap a technik  permutacji polega na zastosowaniu innego 
sposobu tworzenia próbek. W przypadku metody bootstrap procedura generowania 
próby polega na n-krotnym losowaniu ze zwracaniem jednej spo ród obserwacji 
(x1, x2,..., xn). Natomiast w przypadku techniki permutacyjnej (zwanej równie  boot-
strapem bez powtórze ) ka da próbka ***

1 ,...,, nxxx  powstaje w wyniku losowania 
bez zwracania. Oznacza to, e ka da z próbek powstaje w wyniku permutacji, tzn. 
zamiany kolejno ci oryginalnych danych.

Dalsza procedura post powania jest w obu metodach identyczna. W pierwszej 
kolejno ci dla ka dej próby oblicza si  warto  analizowanej statystyki testowej. 
Nast pnie na podstawie N-elementowego ci gu otrzymanych warto ci wyznacza 
si  empiryczny rozk ad statystyki testowej, b d cy podstaw  do okre lenia warto ci 
krytycznych testu oraz empirycznego poziomu istotno ci. Do wyznaczenia warto ci 
krytycznych zwykle stosuje si  metod  percentyli, wed ug której oszacowaniem 
warto ci krytycznej jest odpowiedni percentyl wyznaczonego rozk adu empirycz-
nego. Porównanie warto ci statystyki testowej dla szeregu czasowego (x1, x2,..., xn) 
z wyznaczonymi warto ciami krytycznymi umo liwia wery  kacj  prawdziwo ci 
testowanej hipotezy.

Empiryczny poziom istotno ci (ang. p-value) to, z de  nicji, najmniejszy poziom 
istotno ci, przy którym zaobserwowana warto  statystyki testowej prowadzi do 
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odrzucenia hipotezy zerowej. Wynika st d, e w przypadku prawostronnego obszaru 
krytycznego empiryczny poziom istotno ci p to:

 HtTPp ,  (6)

gdzie t0 jest warto ci  statystyki testowej T otrzyman  dla obserwacji (x1, x2,..., xn). 
W testach bootstrapowych warto  p szacuje si  przy wykorzystaniu formu y:
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gdzie I jest funkcj  wska nikow , natomiast *
it (i = 1,2,...,N) s  warto ciami statystyki 

testowej dla kolejnych prób bootstrapowych. W przypadku lewostronnego obszaru 
krytycznego nierówno ci we wzorach (6) oraz (7) nale y zamieni  na przeciwne. 
Bardziej skomplikowana jest kwestia wyznaczania empirycznego poziomu istotno ci 
dla dwustronnego obszaru krytycznego. Niektórzy autorzy uwa aj  wr cz, e poj cie 
to z natury nie jest odpowiednie dla testów dwustronnych. Inni prezentuj  ró ni ce 
si  od siebie koncepcje, prowadz ce do nierównowa nych de  nicji (zob. np. Gibbons, 
Pratt, 1975; Kulinskaya, 2008; Mudholkar, Chaubey, 2009 i cytowana tam literatura). 
W literaturze przedmiotu cz sto stosuje si  koncepcj , w my l której empiryczny 
poziom istotno ci dla dwustronnego obszaru krytycznego jest dwukrotno ci  empi-
rycznego poziomu istotno ci dla obszaru jednostronnego. Oznacza to, e w sytuacji, 
gdy rozk ad statystyki testowej jest symetryczny wzgl dem zera do obliczenia war-
to ci p mo na zastosowa  wzór (7), w którym warto ci *

it  oraz t0 zamienia si  na ich 
warto ci bezwzgl dne, natomiast w ogólnej sytuacji nale y zastosowa  wzór:
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Zgodnie ze wzorem (8), oszacowaniem empirycznego poziomu istotno ci jest 
dwukrotno  grubo ci ogona rozk adu statystyki testowej, w którym znajduje si  
wyznaczona warto  t0 (zob. np. MacKinnon, 2009; Rayner i inni, 2009; Davidson, 
2012). 

4. SYMULACJE MONTE CARLO

W celu oceny rozmiaru testu BDS badaniu poddano szeregi liczb pseudolosowych 
wygenerowanych z siedmiu rozk adów o zró nicowanych w asno ciach: normalnego 
N(0,1), jednostajnego U(0,1), t-Studenta t(3) i t(10), chi-kwadrat 2(2) i 2(4) oraz 
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gamma G(5,1).5 Z ka dego rozk adu wygenerowano po NMC = 1000 replikacji z o o-
nych z, kolejno, n = 300, 500, 700 i 1000 obserwacji. Dla ka dej z replikacji, empi-
ryczne poziomy istotno ci wyznaczono przy zastosowaniu trzech metod: rozk adu 
asymptotycznego, bootstrap oraz metody permutacji. W przypadku obu zastosowa-
nych metod próbkowania skonstruowano N = 1000 próbek (dla ka dej z replikacji 
osobno). W te cie BDS przyj to xˆ,1 xˆ  jest odchyleniem standardowym 
badanego szeregu, a tak e cztery warto ci wymiaru zanurzenia: m = 2,3,4,5. Oblicze-
nia wykonano w rodowisku Matlab.6

W tabelach Z1-Z28 w Za czniku zaprezentowano otrzymane wyniki bada . Dla 
ka dego z zastosowanych rozk adów, ka dej rozwa onej d ugo ci szeregu oraz ka dej 
warto ci wymiaru zanurzenia m, empiryczny rozmiar testu emp obliczono jako odsetek 
z 1000 replikacji Monte Carlo, dla których na podstawie wyznaczonych empirycznych 
poziomów istotno ci odrzucono hipotez  zerow  przy poziomach istotno ci równych, 
kolejno,  = 0,01; 0,05; 0,1. W celu formalnego zwery  kowania istotno ci ró nicy 
mi dzy empirycznym rozmiarem testu a przyj t  warto ci   zastosowano test dla 
wska nika struktury.7 W te cie tym wery  kacji podlega hipoteza:

H0: emp = ,

wzgl dem alternatywnej:

H1: emp  .

Jak wiadomo, przy za o eniu prawdziwo ci hipotezy zerowej empiryczny rozmiar 

testu emp ma asymptotyczny rozk ad normalny 
MCN

N 1, . W tabelach Z1-Z28 

pogrubiono te spo ród obliczonych warto ci emp, które w wietle testu dla wska nika 
struktury istotnie ró ni y si  od , przy czym symbole *, **, *** oznaczaj  odrzuce-
nie H0 na poziomie istotno ci, odpowiednio, 0,1, 0,05 i 0,01.

Otrzymane rezultaty przeprowadzonych bada  wskazuj , e w przypadku zasto-
sowania rozk adu asymptotycznego, empiryczny rozmiar testu BDS istotnie zale y od 
rodzaju rozk adu procesu generuj cego, dost pnej liczby obserwacji, a tak e przyj tej 
warto ci wymiaru zanurzenia m. Jak wida , najwi ksza ró nica mi dzy rozmiarem 
empirycznym a zadanym poziomem istotno ci ma miejsce dla rozk adu jednostajnego, 

5 Badane szeregi zosta y wygenerowane w programie Gretl 1.9.4.
6 Przy tworzeniu kodu komputerowego wykorzystano procedur  do obliczania warto ci statystyki 

W, napisan  przez L. Kanzlera.
7 Empiryczny rozmiar testu jest w istocie pewnym wska nikiem struktury w populacji o rozk a-

dzie zero-jedynkowym, gdy  okre la frakcj  badanych replikacji Monte Carlo, dla których empiryczny 
poziom istotno ci jest nie wi kszy od zadanej warto ci poziomu istotno ci.
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a tak e dla rozk adu gamma. W przypadku wszystkich rozk adów rozmiar testu BDS 
zale y w du ym stopniu od d ugo ci szeregu czasowego. Dla szeregów krótkich, tj. 
z o onych z n = 300 oraz n = 500 obserwacji, jedynie dla rozk adów t(3) i 2(4)  
mo na uzna , e test ma poprawny rozmiar. W pozosta ych przypadkach empiryczny 
rozmiar testu BDS jest istotnie wi kszy od zadanego poziomu istotno ci, co ozna-
cza, e zbyt cz sto nast puje odrzucenie hipotezy zerowej. W asno  ta szczególnie 
zauwa alna jest dla wi kszych warto ci wymiaru zanurzenia m oraz dla wi kszych 
warto ci . 

Du o lepsze rezultaty otrzymano w wyniku zastosowania metod próbkowania, 
cho  równie  wtedy mo na zaobserwowa  przypadki odrzucenia hipotezy o równo-
ci rozmiaru empirycznego i zadanego poziomu istotno ci. Sytuacja ta widoczna jest 

zw aszcza w przypadku rozk adów: N(0,1) dla n = 700 i n = 1000, t(3) dla n = 700, 
t(10) dla n = 300 i n = 500, 2(2) dla n = 500, 2(4) dla n = 500 i n = 700 oraz 
G(5,1) dla n = 300, n = 500 i n = 700. Jednak nale y podkre li , e w zdecydowanej 
wi kszo ci przypadków zastosowanie metod próbkowania spowodowa o, e empi-
ryczny rozmiar testu BDS jest bardziej zbli ony do przyj tego poziomu istotno ci, 
ni  w przypadku zastosowania rozk adu asymptotycznego. 

W celu porównania ze sob  obu zastosowanych metod próbkowania w tabeli 1 
podsumowano, w ilu wypadkach dana metoda okaza a si  lepsza, tzn. doprowadzi a 
do rozmiaru empirycznego emp bli szego zadanemu poziomowi istotno ci .

Tabela 1.
Porównanie efektywno ci zastosowanych metod próbkowania

D ugo  szeregu
Metoda próbkowania

metoda bootstrap metoda permutacji
n = 300 29 44
n = 500 35 39
n = 700 37 35
n = 1000 43 36
Suma 144 154

Uwagi: W tabeli podsumowano, w ilu wypadkach dana metoda próbkowania prowadzi a do rozmiaru 
empirycznego bli szego zadanemu poziomowi istotno ci. W tym celu, dla ka dego n porównano 
ze sob  4 x 3 x 7 = 84 empirycznych rozmiarów testu zestawionych w tabelach Z1-Z28. Warto ci 
z poszczególnych wierszy tabeli 1 nie sumuj  si  do 84, gdy  w niektórych przypadkach obie metody 
prowadzi y do rozmiaru empirycznego jednakowo odleg ego od zadanego poziomu istotno ci.

ród o: opracowanie w asne na podstawie tabel Z1-Z28.

Jak wida  z tabeli 1 metoda permutacji prowadzi a do nieco lepszych wyników 
ni  bootstrap. Jednak warto podkre li , e przewaga metody permutacji maleje wraz 
ze wzrostem liczby obserwacji w analizowanym szeregu. W przypadku n = 700 
i n = 1000 lepsze rezultaty osi gni to przy zastosowaniu techniki bootstrap. 
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5. PODSUMOWANIE WYNIKÓW BADA

Z przeprowadzonych symulacji Monte Carlo wynika, e empiryczny rozmiar 
testu BDS zale y od rodzaju rozk adu procesu generuj cego, d ugo ci analizowanego 
szeregu czasowego, a tak e przyj tej w te cie warto ci wymiaru zanurzenia m. Naj-
wi ksza ró nica mi dzy rozmiarem empirycznym a zadanym poziomem istotno ci 
ma miejsce dla rozk adu jednostajnego U(0,1) oraz dla rozk adu gamma G(5,1). 
W przypadku wszystkich rozwa onych rozk adów, tj. równie : normalnego N(0,1), 
t-Studenta t(3) i t(10) oraz chi-kwadrat 2(2) i 2(4) rozmiar testu w du ym stopniu 
zale y od d ugo ci badanego szeregu czasowego. Dla szeregów krótkich, tj. z o onych 
z n = 300 oraz n = 500 obserwacji, jedynie dla rozk adów t(3) i 2(4) mo na uzna , 
e test ma poprawny rozmiar. W pozosta ych przypadkach empiryczny rozmiar testu 

BDS jest wi kszy od zadanego poziomu istotno ci, co oznacza, e zbyt cz sto nast -
puje odrzucenie hipotezy, e badany szereg jest realizacj  procesu i.i.d. W asno  ta 
szczególnie widoczna jest dla wi kszych spo ród uwzgl dnionych w badaniu warto ci 
wymiaru zanurzenia m. 

W badaniu uwzgl dniono trzy sposoby aproksymacji rozk adu statystyki testowej: 
klasyczny – polegaj cy na zastosowaniu asymptotycznego rozk adu normalnego oraz 
dwie metody próbkowania – bootstrap oraz metod  permutacji. Porównuj c ró nice 
mi dzy empirycznymi rozmiarami testu a za o onymi poziomami istotno ci, nale y 
stwierdzi , e w przypadku szeregów z o onych z 300 oraz 500 obserwacji, metody 
próbkowania okaza y si  lepszym narz dziem aproksymacji rozk adu statystyki 
testowej ni  rozk ad asymptotyczny. Warto równie  doda , e z przeprowadzonego 
badania wynika, e wybór metody próbkowania powinien zale e  od d ugo ci bada-
nego szeregu czasowego. W przypadku szeregów krótkich (n = 300 i n = 500) lepsze 
rezultaty otrzymano przy zastosowaniu metody permutacji, natomiast w przypadku 
szeregów d u szych (n = 700 i n = 1000) – przy zastosowaniu techniki bootstrap. 

Uniwersytet Miko aja Kopernika w Toruniu

LITERATURA

Ashley R. A., Patterson D. M., (2001), Nonlinear Model Speci  cation/Diagnostics: Insights from a Bat-
tery of Nonlinearity Tests, working paper, Virginia Tech.

Brock W. A., Dechert W. D., Scheinkman J. A., (1987), A Test for Independence Based on the Correla-
tion Dimension, working paper, University of Wisconsin, Madison.

Brock W. A., Hsieh D. A., LeBaron B., (1991), Nonlinear Dynamics, Chaos, and Instability: Statistical 
Theory and Economic Evidence, The MIT Press, Cambridge, Massachusetts, London, England.

Brock W. A., Scheinkman J. A., Dechert W. D., LeBaron B., (1996), A Test for Independence Based on 
the Correlation Dimension, Econometric Reviews, 15 (3), 197– 235.

Davidson R., (2012), The Bootstrap in Econometrics, McGill University, Quebec.



Symulacyjna ocena rozmiaru testu BDS 345

Davidson R., MacKinnon J. G., (1996), The Size Distortion of Bootstrap Tests, working paper, Queen’s 
University, Kingston.

Denker M., Keller G., (1983), On U-Statistics and von Mises’ Statistics for Weakly Dependent Processes, 
Zeitschrift für Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 64, 505–522.

Diks C., (2003), Detecting Serial Dependence in Tail Events: a Test Dual to the BDS Test, Economics 
Letters, 79 (3), 319–324.

Diks C., Panchenko V., (2007), Nonparametric Tests for Serial Independence Based on Quadratic Forms, 
Statistica Sinica, 17, 81–98.

Doman M., Doman R., (2003), Nieliniowo  w szeregach zwrotów akcji notowanych na Gie dzie 
Papierów Warto ciowych w Warszawie, Zeszyty Naukowe Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, 
27, 37–51.

Doman M., Doman R., (2004), Ekonometryczne modelowanie dynamiki polskiego rynku  nansowego, 
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu, Pozna .

Doman R., (2002), Nieliniowo  w zwrotach kursów wymiany z otego, w: Tarczy ski W., (red.), Rynek 
kapita owy. Skuteczne inwestowanie, Szczecin, 385–396.

Fiszeder P., Orzeszko W., (2012), Nonparametric Veri  cation of GARCH-Class Models for Selected 
Polish Exchange Rates and Stock Indices, Finance a úv r – Czech Journal of Economics and 
Finance, 62 (5), 430–449.

Gibbons J.D., Pratt J.W., (1975), P-Values: Interpretation and Methodology, The American Statistician, 
29 (1), 20–25.

Graaff de T., Montfort van K., Nijkamp P., (2006), Spatial Effects and Non-Linearity in Spatial Regres-
sion Models: Simulation Results for Several Misspeci  cation Tests, w: Reggiani A., Nijkamp P., 
(red.), Spatial Dynamics, Networks and Modelling, Edward Elgar Publishing Limited, Bodmin, 
Cornwall, 91–117.

Gurgul H., Suder M., (2010), Nieliniowa dynamika indeksów gie dowych WIG20 i ATX: analiza porów-
nawcza, Ekonomia Mened erska, 7, 103–120.

Hall P., (1992), The Bootstrap and Edgeworth Expansion, Springer-Verlag, New York.
Härdle W, Horowitz J., Kreiss J.-P., (2003), Bootstrap Methods for Time Series, International Statistical 

Review, 71, 435–459.
Hoeffding W., (1948), A Class of Statistics with Asymptotically Normal Distribution, The Annals of 

Mathematical Statistics, 19, 293–325.
Horowitz J. L., (2000), The Bootstrap, Department of Economics, University of Iowa, Iowa City.
Hsieh D., (1991), Chaos and Nonlinear Dynamics Application to Financial Markets, The Journal of 

Finance, 46 (5), 1839–1877.
Kanzler L., (1999), Very Fast and Correctly Sized Estimation of the BDS Statistic, Department of Eco-

nomics, Oxford University.
Kulinskaya E., (2008), On Two-sided P-values for Non-symmetric Distributions, working paper, Imperial 

College, London.
Liu T., Granger C. W. J., Heller W. P., (1993), Using the Correlation Exponent to Decide whether an 

Economic Series is Chaotic, w: Pesaran H. M., Potter S. M., (red.), Nonlinear Dynamics, Chaos 
and Econometrics, John Wiley & Sons, Chichester, 17–32.

MacKinnon J. G., (2009), Bootstrap Hypothesis Testing, w: Belsley D. A., Kontoghiorghes E. J., (red.), 
Handbook of Computational Econometrics, John Wiley & Sons, Ltd, Chichester, 183–214.

Mizrach B., (1994), Using U-statistics to Detect Business Cycle Nonlinearities, w: Semmler W., (red.), 
Business Cycles: Theory and Empirical Investigation, Kluwer Press, Boston, 107–129.

Mudholkar G. S., Chaubey Y. P., (2009), On De  ning P-values, Statistics and Probability Letters, 79, 
1963–1971.

Orzeszko W., (2005), Identy  kacja i prognozowanie chaosu deterministycznego w ekonomicznych szere-
gach czasowych, seria: Nowe Trendy w Naukach Ekonomicznych, Fundacja Promocji i Akredytacji 
Kierunków Ekonomicznych, Polskie Towarzystwo Ekonomiczne, Warszawa.



Witold Orzeszko346

Panchenko V., (2006), Nonparametric Methods in Economics and Finance: Dependence, Causality and 
Prediction, PhD Thesis, The University of Amsterdam.

Poshokwale S., Murinde V., (2001), Modelling the Volatility in East European Emerging Stock Markets: 
Evidence on Hungary and Poland, Applied Financial Economics, 11, 445–456.

Rayner J. C. W., Thas O., Best D. J., (2009), Smooth Tests of Goodness of Fit: Using R, 2nd Edition, 
John Wiley & Sons (Asia) Pte Ltd, 247.

Taylor S.J., (2007), Asset Price Dynamics, Volatility, and Prediction, Princeton University Press, Princ-
eton, New Jersey.

Zeug- ebro K., (2013), Badanie wp ywu redukcji poziomu szumu losowego na identy  kacj  chaosu 
deterministycznego w ekonomicznych szeregach czasowych, w: Mika J., Zeug- ebro K., (red.), 
Zastosowanie metod matematycznych w ekonomii i zarz dzaniu, Wydawnictwo Uniwersytetu Eko-
nomicznego w Katowicach, Katowice, 124–135.



Symulacyjna ocena rozmiaru testu BDS 347

ZA CZNIK
EMPIRYCZNY ROZK AD TESTU BDS – WYNIKI SYMULACJI MONTE CARLO

Tabela Z1.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu N(0,1). Liczba obserwacji n = 300

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,1% 1,4% 1,7%** 2,0%***
 = 0,05 5,6% 6,3%* 7,1%*** 8,0%***
 = 0,1 11,9%** 13,0%*** 13,4%*** 13,7%***

metoda bootstrap
 = 0,01 0,7% 0,9% 1,3% 1,2%
 = 0,05 3,7%* 4,5% 5,8% 5,8%
 = 0,1 8,9% 9,7% 11,3% 10,7%

metoda permutacji
 = 0,01 0,7% 0,8% 1,1% 1,3%
 = 0,05 3,9% 4,0% 5,6% 5,6%
 = 0,1 9,2% 9,2% 10,9% 10,6%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z2. 
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu N(0,1). Liczba obserwacji n = 500

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,5% 1,4% 2,5%*** 1,8%**
 = 0,05 5,5% 6,7%** 6,9%*** 6,6%**
 = 0,1 12,3%** 12,0%** 12,3%** 13,7%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,2% 1,4% 1,8%** 1,1%
 = 0,05 5,0% 5,7% 6,0% 6,0%
 = 0,1 10,0% 10,9% 11,3% 12,0%**

metoda permutacji
 = 0,01 1,5% 1,3% 1,6%* 1,4%
 = 0,05 5,2% 5,5% 6,2%* 5,8%
 = 0,1 10,2% 11,3% 10,8% 11,2%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z3.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu N(0,1). Liczba obserwacji n = 700

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 2,0%*** 1,8%** 1,8%** 1,6%*
 = 0,05 6,9%*** 6,1% 6,7%** 6,8%***
 = 0,1 12,2%** 11,8%* 12,0%** 11,2%

metoda bootstrap
 = 0,01 1,4% 2,0%*** 1,9%*** 1,9%***
 = 0,05 6,2%* 5,5% 6,0% 6,4%**
 = 0,1 11,3% 10,6% 10,6% 10,5%

metoda permutacji
 = 0,01 1,7%** 1,3% 1,4% 1,6%*
 = 0,05 6,1% 5,7% 6,4%** 6,3%*
 = 0,1 11,2% 10,6% 10,7% 10,5%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z4.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu N(0,1). Liczba obserwacji n = 1000

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 2,0%*** 2,4%*** 2,1%*** 2,2%***
 = 0,05 5,8% 6,1% 7,4%*** 7,1%***
 = 0,1 11,3% 11,7%* 11,9%** 12,7%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,8%** 2,2%*** 1,9%*** 2,0%***
 = 0,05 5,9% 5,6% 7,1%*** 6,9%***
 = 0,1 10,3% 11,0% 11,7%* 11,4%

metoda permutacji
 = 0,01 1,9%*** 2,2%*** 2,0%*** 1,8%**
 = 0,05 5,7% 5,7% 7,1%*** 7,2%***
 = 0,1 10,8% 10,6% 11,2% 11,9%**

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z5.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu U(0,1). Liczba obserwacji n = 300

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 3,6%*** 4,0%*** 4,4%*** 4,0%***
 = 0,05 11,3%*** 10,9%*** 9,7%*** 10,6%***
 = 0,1 18,8%*** 18,0%*** 17,6%*** 17,5%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,1% 1,5% 1,5% 1,3%
 = 0,05 6,2%* 6,3%* 5,9% 6,0%
 = 0,1 11,6%* 11,1% 10,1% 11,2%

metoda permutacji
 = 0,01 1,4% 1,6%* 1,6%* 1,6%*
 = 0,05 6,2%* 5,9% 5,8% 5,7%
 = 0,1 11,6%* 10,8% 9,9% 10,6%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z6.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu U(0,1). Liczba obserwacji n = 500

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 2,6%*** 2,2%*** 2,2%*** 2,1%***
 = 0,05 8,3%*** 9,0%*** 7,8%*** 7,3%***
 = 0,1 13,6%*** 14,3%*** 14,2%*** 12,5%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,5% 1,3% 0,9% 1,1%
 = 0,05 5,7% 5,7% 5,0% 5,4%
 = 0,1 11,0% 10,4% 10,4% 9,6%

metoda permutacji
 = 0,01 1,8%** 1,5% 0,9% 1,3%
 = 0,05 5,6% 5,7% 5,2% 5,3%
 = 0,1 10,5% 10,6% 10,2% 9,2%

ród o: obliczenia w asne.



Witold Orzeszko350

Tabela Z7.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu U(0,1). Liczba obserwacji n = 700

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,9%*** 1,3% 1,7%** 1,8%**
 = 0,05 8,4%*** 7,6%*** 7,0%*** 7,5%***
 = 0,1 15,1%*** 14,9%*** 14,0%*** 13,7%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,4% 1,2% 1,4% 1,3%
 = 0,05 6,0% 5,7% 5,4% 5,2%
 = 0,1 11,7%* 11,6%* 11,2% 11,7%*

metoda permutacji
 = 0,01 1,2% 1,3% 1,4% 1,1%
 = 0,05 6,6%** 5,8% 5,6% 5,7%
 = 0,1 11,6%* 11,6%* 11,4% 10,8%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z8.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu U(0,1). Liczba obserwacji n = 1000

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,5% 1,5% 0,9% 1,3%
 = 0,05 7,1%*** 7,1%*** 6,4%** 6,9%***
 = 0,1 12,9%*** 13,0%*** 13,4%*** 13,4%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,0% 0,5% 1,0% 0,9%
 = 0,05 5,6% 5,0% 4,8% 5,2%
 = 0,1 11,2% 11,6%* 10,9% 10,7%

metoda permutacji
 = 0,01 1,2% 0,7% 0,6% 0,8%
 = 0,05 5,9% 5,3% 5,0% 5,0%
 = 0,1 11,1% 11,3% 10,3% 10,9%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z9.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(3). Liczba obserwacji n = 300

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5

rozk ad asymptotyczny
 = 0,01 1,1% 1,2% 1,3% 1,2%
 = 0,05 5,6% 5,4% 6,6%** 5,7%
 = 0,1 10,9% 11,3% 11,2% 12,0%**

metoda bootstrap
 = 0,01 1,0% 0,8% 1,0% 0,8%
 = 0,05 4,8% 4,8% 5,2% 4,4%
 = 0,1 9,5% 9,8% 10,0% 10,0%

metoda permutacji
 = 0,01 0,9% 1,1% 1,2% 0,8%
 = 0,05 4,6% 4,9% 5,0% 4,7%
 = 0,1 9,2% 9,6% 10,1% 10,3%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z10.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(3). Liczba obserwacji n = 500

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 0,6% 1,1% 0,8% 1,0%
 = 0,05 3,9% 4,5% 4,7% 5,7%
 = 0,1 9,4% 8,9% 10,8% 10,6%

metoda bootstrap
 = 0,01 0,8% 1,0% 0,9% 1,4%
 = 0,05 3,9% 4,1% 3,9% 4,6%
 = 0,1 8,6% 7,9%** 9,7% 9,3%

metoda permutacji
 = 0,01 0,6% 0,9% 0,7% 1,4%
 = 0,05 3,4%** 4,2% 4,0% 4,7%
 = 0,1 8,6% 8,1%** 9,6% 10,2%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z11.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(3). Liczba obserwacji n = 700

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 0,6% 0,7% 0,9% 1,0%
 = 0,05 4,1% 4,5% 3,9% 4,2%
 = 0,1 9,5% 8,2%* 8,2%* 8,0%**

metoda bootstrap
 = 0,01 0,6% 0,9% 1,0% 1,2%
 = 0,05 3,9% 4,3% 3,7%* 3,9%
 = 0,1 8,8% 8,0%** 7,6%** 7,8%**

metoda permutacji
 = 0,01 0,7% 0,7% 1,0% 1,3%
 = 0,05 4,1% 3,5%** 3,6%** 3,8%*
 = 0,1 8,7% 7,7%** 7,4%*** 7,6%**

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z12.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(3). Liczba obserwacji n = 1000

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,1% 0,6% 0,7% 1,1%
 = 0,05 4,3% 4,4% 4,2% 3,9%
 = 0,1 8,2%* 9,4% 9,1% 10,5%

metoda bootstrap
 = 0,01 1,3% 0,9% 0,8% 1,0%
 = 0,05 3,9% 4,3% 4,0% 3,8%*
 = 0,1 7,7%** 8,8% 8,8% 9,4%

metoda permutacji
 = 0,01 1,1% 0,8% 0,9% 0,9%
 = 0,05 3,7%* 4,7% 3,6%** 3,7%*
 = 0,1 7,5%*** 9,0% 8,8% 9,2%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z13.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(10). Liczba obserwacji n = 300

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 2,1%*** 2,1%*** 1,9%*** 1,7%**
 = 0,05 6,7%** 6,8%*** 6,6%** 7,9%***
 = 0,1 13,9%*** 14,3%*** 13,2%*** 13,3%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,3% 1,4% 1,7%** 1,7%**
 = 0,05 5,6% 5,7% 5,4% 6,2%*
 = 0,1 11,8%* 12,0%** 10,5% 11,3%

metoda permutacji
 = 0,01 1,4% 1,7%** 1,5% 1,7%**
 = 0,05 5,6% 5,7% 5,1% 5,7%
 = 0,1 11,4% 10,8% 11,0% 11,1%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z14.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(10). Liczba obserwacji n = 500

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,9%*** 1,8%** 1,9%*** 2,0%***
 = 0,05 6,2%* 7,2%*** 6,3%* 7,0%***
 = 0,1 11,3% 11,7%* 12,2%** 12,2%**

metoda bootstrap
 = 0,01 2,2%*** 1,6%* 1,6%* 2,0%***
 = 0,05 5,8% 6,7%** 5,9% 6,4%**
 = 0,1 9,6% 10,7% 11,3% 11,2%

metoda permutacji
 = 0,01 1,8%** 1,6%* 1,8%** 2,2%***
 = 0,05 5,9% 6,5%** 5,7% 6,2%*
 = 0,1 10,0% 11,1% 10,6% 11,3%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z15.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(10). Liczba obserwacji n = 700

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,0% 1,3% 1,3% 1,4%
 = 0,05 4,8% 5,4% 5,3% 5,1%
 = 0,1 10,8% 10,0% 9,5% 9,8%

metoda bootstrap
 = 0,01 0,9% 1,5% 1,3% 1,5%
 = 0,05 4,3% 5,0% 4,4% 5,1%
 = 0,1 9,6% 9,2% 8,8% 9,6%

metoda permutacji
 = 0,01 0,9% 1,4% 1,3% 1,4%
 = 0,05 4,4% 5,1% 4,8% 4,8%
 = 0,1 9,7% 9,4% 8,6% 9,4%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z16.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu t(10). Liczba obserwacji n = 1000

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,1% 1,0% 1,2% 1,2%
 = 0,05 5,2% 5,7% 4,7% 4,8%
 = 0,1 10,0% 11,2% 10,8% 10,8%

metoda bootstrap
 = 0,01 1,5% 1,4% 1,1% 1,1%
 = 0,05 5,2% 5,3% 4,4% 5,3%
 = 0,1 9,7% 10,6% 10,5% 10,0%

metoda permutacji
 = 0,01 1,4% 1,2% 1,2% 1,3%
 = 0,05 5,0% 5,7% 4,8% 4,8%
 = 0,1 9,6% 9,8% 10,4% 10,4%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z17.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(2). Liczba obserwacji n = 300

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,1% 1,7%** 1,8%** 1,7%**
 = 0,05 6,1% 6,5%** 7,2%*** 6,5%**
 = 0,1 12,3%** 13,0%*** 12,5%*** 12,8%***

metoda bootstrap
 = 0,01 0,6% 1,6%* 1,4% 1,6%*
 = 0,05 5,6% 5,6% 6,3%* 5,9%
 = 0,1 10,6% 11,1% 11,4% 11,8%*

metoda permutacji
 = 0,01 0,8% 1,0% 1,4% 1,3%
 = 0,05 5,3% 5,8% 5,9% 5,8%
 = 0,1 11,3% 11,3% 11,5% 11,3%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z18.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(2). Liczba obserwacji n = 500

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,4% 1,3% 1,1% 0,9%
 = 0,05 5,3% 7,3%*** 7,3%*** 7,1%***
 = 0,1 12,6%*** 12,4%** 12,7%*** 12,5%**

metoda bootstrap
 = 0,01 1,3% 1,1% 0,9% 1,0%
 = 0,05 5,4% 6,4%** 6,5%** 6,5%**
 = 0,1 11,6%* 12,3%** 11,8%* 12,2%**

metoda permutacji
 = 0,01 1,2% 1,0% 0,9% 0,8%
 = 0,05 4,8% 7,2%*** 6,2%* 6,7%**
 = 0,1 11,9%** 11,8%* 12,9%*** 12,1%**

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z19.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(2). Liczba obserwacji n = 700

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 0,9% 1,2% 0,9% 0,8%
 = 0,05 6,2%* 5,3% 5,0% 5,1%
 = 0,1 11,7%* 11,6%* 10,4% 10,5%

metoda bootstrap
 = 0,01 1,2% 1,4% 0,9% 0,6%
 = 0,05 5,9% 5,6% 5,1% 5,3%
 = 0,1 11,3% 11,0% 10,0% 10,2%

metoda permutacji
 = 0,01 1,0% 1,3% 0,9% 0,8%
 = 0,05 6,1% 5,1% 5,0% 5,2%
 = 0,1 11,0% 11,0% 9,8% 10,0%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z20.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(2). Liczba obserwacji n = 1000

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 0,9% 1,3% 1,1% 1,0%
 = 0,05 5,1% 5,5% 4,9% 5,2%
 = 0,1 11,7%* 10,9% 10,6% 10,2%

metoda bootstrap
 = 0,01 0,8% 1,3% 1,2% 0,8%
 = 0,05 4,8% 5,0% 4,8% 5,1%
 = 0,1 10,8% 10,3% 9,8% 9,6%

metoda permutacji
 = 0,01 0,9% 1,5% 1,1% 1,0%
 = 0,05 4,7% 4,9% 5,1% 5,2%
 = 0,1 10,7% 10,5% 10,8% 10,2%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z21.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(4). Liczba obserwacji n = 300

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,1% 1,4% 1,1% 1,2%
 = 0,05 4,0% 5,9% 6,4%** 6,0%
 = 0,1 10,4% 10,6% 11,3% 11,3%

metoda bootstrap
 = 0,01 0,7% 1,3% 1,1% 1,3%
 = 0,05 3,4%** 5,2% 5,4% 4,6%
 = 0,1 7,8%** 9,4% 10,0% 10,6%

metoda permutacji
 = 0,01 1,1% 0,9% 1,0% 1,1%
 = 0,05 3,7%* 4,6% 5,0% 4,9%
 = 0,1 7,9%** 9,0% 9,7% 9,9%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z22.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(4). Liczba obserwacji n = 500

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 0,8% 1,1% 1,1% 1,2%
 = 0,05 3,4%** 4,4% 4,4% 4,4%
 = 0,1 9,3% 9,3% 9,8% 10,1%

metoda bootstrap
 = 0,01 0,7% 0,8% 0,9% 1,1%
 = 0,05 2,9%*** 3,6%** 3,5%** 4,4%
 = 0,1 8,4%* 8,3%* 8,5% 8,6%

metoda permutacji
 = 0,01 0,8% 0,8% 1,0% 1,2%
 = 0,05 3,1%*** 3,9% 4,1% 4,2%
 = 0,1 8,3%* 8,7% 8,9% 8,9%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z23.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(4). Liczba obserwacji n = 700

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 0,8% 0,7% 1,1% 1,2%
 = 0,05 3,6%** 3,9% 4,7% 4,5%
 = 0,1 8,5% 7,7%** 8,8% 9,2%

metoda bootstrap
 = 0,01 0,7% 1,0% 1,1% 1,3%
 = 0,05 3,5%** 3,9% 4,6% 4,5%
 = 0,1 7,8%** 7,0%*** 8,5% 8,4%*

metoda permutacji
 = 0,01 0,8% 1,0% 1,5% 1,4%
 = 0,05 3,7%* 3,9% 4,1% 4,4%
 = 0,1 8,3%* 7,6%** 8,4%* 9,1%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z24.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu 2(4). Liczba obserwacji n = 1000

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 0,5% 0,8% 1,4% 1,5%
 = 0,05 4,4% 4,4% 4,1% 5,0%
 = 0,1 8,7% 8,5% 9,2% 9,5%

metoda bootstrap
 = 0,01 0,6% 0,6% 1,6%* 1,7%**
 = 0,05 3,8%* 4,3% 4,3% 4,8%
 = 0,1 8,6% 8,1%** 8,7% 9,0%

metoda permutacji
 = 0,01 1,0% 0,7% 1,6%* 1,8%**
 = 0,05 3,9% 4,4% 3,9% 4,6%
 = 0,1 8,3%* 8,6% 8,8% 9,1%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z25.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu G(5,1). Liczba obserwacji n = 300

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,5% 2,2%*** 2,0%*** 1,7%**
 = 0,05 7,1%*** 8,0%*** 7,3%*** 7,5%***
 = 0,1 13,3%*** 14,6%*** 14,6%*** 13,8%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,3% 1,4% 2,0%*** 1,6%*
 = 0,05 4,8% 6,2%* 6,4%** 6,1%
 = 0,1 10,3% 12,4%** 11,9%** 11,0%

metoda permutacji
 = 0,01 1,3% 1,6%* 1,7%** 1,7%**
 = 0,05 5,0% 6,2%* 6,2%* 5,8%
 = 0,1 11,1% 12,0%** 11,6%* 11,4%

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z26.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu G(5,1). Liczba obserwacji n = 500

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,2% 1,4% 1,6%* 1,8%**
 = 0,05 6,0% 7,3%*** 6,4%** 6,6%**
 = 0,1 12,0%** 13,0%*** 13,4%*** 12,8%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,3% 1,4% 1,7%** 1,7%**
 = 0,05 4,4% 6,3%* 5,7% 5,6%
 = 0,1 10,7% 11,9%** 11,4% 11,3%

metoda permutacji
 = 0,01 0,9% 1,6%* 1,2% 1,8%**
 = 0,05 5,1% 6,6%** 5,7% 5,8%
 = 0,1 10,7% 11,7%* 11,9%** 11,3%

ród o: obliczenia w asne.
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Tabela Z27.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu G(5,1). Liczba obserwacji n = 700

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,1% 1,6%* 1,7%** 1,7%**
 = 0,05 6,5%** 6,3%* 6,3%* 7,0%***
 = 0,1 12,3%** 11,8%* 12,0%** 12,5%***

metoda bootstrap
 = 0,01 1,4% 1,7%** 1,3% 1,5%
 = 0,05 6,2%* 6,0% 6,2%* 6,7%**
 = 0,1 11,3% 11,1% 11,1% 11,6%*

metoda permutacji
 = 0,01 0,9% 1,3% 1,3% 1,6%*
 = 0,05 6,4%** 6,4%** 5,9% 7,0%***
 = 0,1 11,8%* 11,0% 11,2% 11,9%**

ród o: obliczenia w asne.

Tabela Z28.
Empiryczny rozmiar testu dla rozk adu G(5,1). Liczba obserwacji n = 1000

Poziom istotno ci 
Wymiar zanurzenia m

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5
rozk ad asymptotyczny

 = 0,01 1,5% 1,6%* 1,5% 1,6%*
 = 0,05 6,0% 6,0% 5,9% 6,0%
 = 0,1 10,9% 11,4% 11,3% 11,6%*

metoda bootstrap
 = 0,01 1,7%** 1,7%** 1,2% 1,4%
 = 0,05 5,8% 5,5% 5,5% 5,6%
 = 0,1 10,4% 10,2% 10,2% 10,6%

metoda permutacji
 = 0,01 1,4% 1,7%** 1,5% 1,6%*
 = 0,05 5,6% 5,8% 6,0% 5,9%
 = 0,1 10,8% 10,9% 10,7% 11,0%

ród o: obliczenia w asne.
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SYMULACYJNA OCENA ROZMIARU TESTU BDS

S t r e s z c z e n i e

Test BDS jest jednym z najwa niejszych i najcz ciej stosowanych narz dzi detekcji nieliniowo ci 
w szeregach czasowych. W artykule, przy zastosowaniu symulacji Monte Carlo, analizie poddano jego 
rozmiar. Symulacje przeprowadzono na podstawie szeregów liczb pseudolosowych o ró nych d ugo-
ciach, wygenerowanych z siedmiu rozk adów o zró nicowanych w asno ciach. W badaniu uwzgl dniono 

trzy sposoby aproksymacji rozk adu statystyki testowej: klasyczny – polegaj cy na zastosowaniu asymp-
totycznego rozk adu normalnego oraz dwie metody próbkowania – bootstrap oraz metod  permutacji. 

S owa kluczowe: test BDS, metody próbkowania, rozmiar testu, symulacje Monte Carlo

SIMULATION ANALYSIS OF THE SIZE OF THE BDS TEST

A b s t r a c t

The BDS test is one of the most important and most commonly used tools for detection of nonli-
nearity in time series. In the paper, the size of the BDS test is assessed using Monte Carlo simulations. 
The simulation uses pseudo-random series of different length, generated from seven distributions with 
different properties. In the research, the approximation of the  nite sample distribution of the BDS stati-
stic was performed using three methods: the classical one – based on the asymptotic normal distribution 
and two resampling methods: the bootstrap and the permutation technique.

Keywords: BDS test, resampling methods, size of a test, Monte Carlo simulations




