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1. WPROWADZENIE

W literaturze przedmiotu proponowane s  ró ne metody s u ce wspomaganiu 
podejmowania decyzji. Wybieraj c, np. ró nego rodzaju dobra i us ugi zwi zane 
z codziennym funkcjonowaniem (przyk adowo kupuj c samochód czy wycieczk , 
wybieraj c  rm  ubezpieczeniow ), konsument potrzebuje odpowiedniej metody 
umo liwiaj cej dokonanie w a ciwego wyboru na podstawie wielu kryteriów. W wi k-
szo ci przypadków konsumenci s  manipulowani przez producentów i sprzedawców, 
co utrudnia im wybór zgodny z ich preferencjami. Wykorzystanie metod wspomaga-
j cych podejmowanie decyzji mo e pomoc konsumentowi dokona  wyboru w sposób 
bardziej racjonalny. 

Istniej  ró ne szko y zajmuj ce si  metodami wspomagaj cymi proces podejmo-
wania decyzji: szko a francuska, belgijska, polska, ameryka ska. W ramach szko y 
francuskiej opracowano grup  metod ELECTRE (szerzej s  one opisane w pracach 
Duckstein, Gershon, 1983; Grolleau, Tergny, 1971; Karagiannidis, Moussiopo-
ulos, 1997; Mousseau i inni, 2001; Roy, 1968; Vallée, Zielniewicz, 1994). Metoda 
PROMETHEE (Scharlig, 1996) jest rozwijana przez szko   francusk   i belgijsk  , 
natomiast metody AHP (Saaty, 1980), ANP (Saaty, 2005) s  tworzone przez szko   
ameryka  sk  . Na wiecie szeroko stosuje si  równie  metod  TOPSIS do rangowania 
i wyboru obiektów (Jahanshahloo i inni, 2006; Hwang, Yoon, 1981). Niniejszy artyku  
opieraj c si  g ównie na szkole polskiej koncentruje si  na metodach rangowania 
wywodz cych si  od metody Hellwiga (1968), rozwijanych nast pnie przez ró nych 
naukowców. 

Metoda Hellwiga znalaz a wiele zastosowa , do których mo na zaliczy  mi dzy 
innymi: konstrukcj  zmiennych syntetycznych w procesie modelowania ekonome-
trycznego (Bartosiewicz, 1984), okre lanie jako ci wyrobów (Borys, 1984), badanie 
rozwoju regionów (M odak, 2006; Nermend, 2006; Nermend, 2008a; Strahl, 2006), 
badanie poziomu rozwoju spo eczno-gospodarczego (Kompa, Witkowska, 2010), 
ocena efektywno ci  nansowej gie d (Kompa, 2014), badanie atrakcyjno ci inwestycji 
gie dowych (Tarczy ski, uniewska, 2006), badanie efektywno ci chi skich banków 
(Witkowska, 2010), badanie popytu na elektroniczne dobra trwa ego u ytku w Polsce 
(Dittman, Pisz, 1975), badanie zapotrzebowania na kadry kwali  kowane (Cie lak, 
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1974; Cie lak, 1976), syntetyczna ocena dzia alno ci przedsi biorstw (Pluta, 1977), 
badanie rozwoju spo eczno-gospodarczego krajów wiata (Grabi ski i inni, 1989), 
badanie poziomu produkcji rolnej w wybranych krajach europejskich (Nowak, 1990) 
oraz atrakcyjno ci inwestycji na przyk adzie spó ek notowanych na GPW w Warsza-
wie (Tarczy ski, 2004). Do szko y polskiej mo na równie  zaliczy  metody bezwzor-
cowe indukowane przez wykresy radarowe, zaproponowane w pracy Binderman i inni 
(2008). Metody te pos u y y mi dzy innymi do opracowania mierników syntetycznych 
zró nicowania polskiego rolnictwa (Binderman, 2011). Stosowanie metody budowy 
miary syntetycznej Hellwiga ogranicza u ycie wzorca, który musi by  obiektem pod 
ka dym wzgl dem najlepszym. Wyklucza to stosowanie wzorców rzeczywistych 
i wykazuje czu o  budowanych miar syntetycznych na pojawienie si  (w zbiorze 
badanych obiektów) jednostek o nietypowo du ych warto ciach wspó rz dnych, które 
mog  zasadniczo wp yn  na wyniki rangowania. 

Zastosowanie rzutowania ortogonalnego do budowy miary syntetycznej zapropo-
nowa a w swojej pracy Kolenda (2006). Metoda ta posiada dwa warianty nazwane 
II i III cie k  rozwoju Hellwiga. Oba warianty, podobnie jak metoda Hellwiga, 
wymagaj  zde  niowania odleg o ci mi dzy dwoma punktami. Metoda zapropono-
wana przez Kolend , usprawni a metod  Hellwiga o mo liwo  wykorzystania wzor-
ców rzeczywistych, które nie musz  by  najlepszymi obiektami w rozpatrywanym 
zbiorze obiektów. W pracach Nermend (2007, 2008d) zaproponowano wykorzystanie 
w asno ci rachunku wektorowego do budowy wektorowej miary syntetycznej (ang. 
Vector Measure Construction Method  VMCM) w oparciu o de  nicj  iloczynu 
skalarnego bez odwo ywania si  do miary odleg o ci. Upraszcza to procedur  wyli-
czania miary, daj c mo liwo  stosowania dowolnych przestrzeni wektorowych, 
w której zde  niowano iloczyn skalarny, bez dodatkowego warunku co do istnienia 
miary odleg o ci. Dodatkow  zalet  tej metody jest prostsza forma, co ma du e zna-
czenie tam, gdzie przy niewielkiej mocy obliczeniowej komputera, konieczne jest 
obliczenie miary syntetycznej dla du ej liczby obiektów. W publikacji Borawski 
(2012) zde  niowano, w ramach arytmetyki przyrostów, iloczyn skalarny dla liczb 
dwuelementowych, w sk ad których wchodzi warto  rednia i odchylenie stan-
dardowe. Taki iloczyn skalarny mo e pos u y  do budowy miary syntetycznej, co 
zosta o przedstawione w pracy Nermend (2012). Dzi ki takiemu podej ciu mo na 
uzyska  dodatkow  informacj  u yteczn  przy interpretacji wyniku. W pracy 
Nermend, Tarczy ska- uniewska (2013) wykorzystano zaproponowany przez 
Borawskiego iloczyn skalarny do budowy miary syntetycznej na potrzeby badania 
jednorodno ci przestrzennej i czasowej rozwoju obiektów spo eczno-gospodar-
czych, a w publikacji atuszy ska (2014) do oceny stopnia rozwoju spo ecze stwa 
informacyjnego.

Proponowana metoda budowy miar wektorowych (Nermend, 2008c) mo e by  
wykorzystywana nie tylko do rangowania obiektów spo eczno-gospodarczych, lecz 
mo e by  u yta wsz dzie tam, gdzie zachodzi konieczno  pomiaru danej wielko ci 
wzd u  zadanego kierunku. Przyk adem takiego zastosowania jest pomiar okre lonego 
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koloru w pikselach obrazu. Pomiar ten ma znaczenie dla procedury usuwania dominu-
j cego zabarwienia obrazu, wynikaj cej z ró nego koloru wiat a bia ego.

Miary syntetyczne opieraj ce si  na wyliczaniu odleg o ci od wzorca maj  pewne 
ograniczenia. G ówny problem stanowi pojawianie si  obiektów nietypowych (Ner-
mend, 2008b), tzn. takich, których warto ci cech nie s  porównywalne z analogicz-
nymi cechami innych badanych obiektów. W takiej sytuacji maleje obiektywno  
tworzonej miary syntetycznej ze wzgl du na silny wp yw ma o reprezentatywnych 
obiektów na po o enie wzorca, co w konsekwencji decyduje o wynikach rangowa-
nia. Problemem jest równie  dodanie nowego obiektu do zbioru badanych obiektów. 
Wymaga to ponownego wykonania procedury badawczej, gdy  zbiór obiektów bada-
nych jest zamkni ty. Wzorcem nie mo e by  obiekt rzeczywisty, poniewa  jest takie 
niebezpiecze stwo, e istnieje lepszy obiekt spo ród badanego zbioru. Nie jest te  
mo liwe odniesienie bada  przeprowadzonych w jednym roku do bada  w innych 
latach ze wzgl du na ró ne wzorce. W takiej sytuacji konieczne jest przeprowadzenie 
osobnych bada , w których wzorzec wyznacza si  wspólnie.

Metoda VMCM wykorzystuj ca rachunek wektorowy posiada nast puj ce cechy 
uzupe niaj ce ograniczenia jakie s  w metodzie Hellwiga:
– miara nie jest ograniczona ani od do u ani od góry, przez co dopuszcza obiekty 

lepsze od wzorca,
– umo liwia do czanie obiektów spoza próby bez potrzeby budowy nowego 

wzorca,
– jest bardziej wra liwa na dynamik  zmian,
– umo liwia badanie dynamiki.

Metoda VMCM po niewielkich zmianach mo e by  wykorzystywana jako narz -
dzie rozwi zywania wielokryterialnych problemów decyzyjnych. Celem artyku u jest 
przedstawienie podstaw teoretycznych i matematycznych metody wektora preferencji 
PVM (ang. Preference Vector Method), wywodz cej si  z metody VMCM i s u cej 
do wyboru wariantów decyzyjnych na podstawie kryteriów podanych przez decydenta. 
W artykule przeprowadzono równie  porównanie metody PVM z innym metodami 
o podobnym charakterze oraz zaprezentowano przyk ad empiryczny pokazuj cy jej 
dzia anie na tle metody ELECTRE II.

2. OPIS TEORETYCZNY I MATEMATYCZNY METODY PVM

Podczas rozwi zywania problemów decyzyjnych z wykorzystaniem metody 
wektora preferencji PVM decydent mo e wyrazi  swoje preferencje w rozmaitych 
postaciach. Na rysunku 1 przedstawione s  przyk adowe warianty rozwi zywania 
problemów decyzyjnych:
– Wariant A. Decydent podaje nazw  i charakter kryteriów. Reszta procedury obli-

czeniowej odbywa si  w sposób automatyczny bez udzia u decydenta.
– Wariant B. Decydent podaje nazw  kryteriów decyzyjnych oraz ich warto ci dla 

obiektów spe niaj cych jego oczekiwania oraz tych, które nie spe niaj .
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Rysunek 1. Wybrane mo liwe warianty PVM przeznaczone do rozwi zywania problemów decyzyjnych 
(ki  i-te kryterium,   motywuj cy wektor preferencji,   demotywuj cy wektor preferencji)

ród o: opracowanie w asne.

Dla wi kszo ci wariantów procedura badawcza przy obliczaniu PVM sk ada si  
z sze ciu podstawowych etapów: wyboru kryteriów, okre lenia charakteru kryteriów, 
normowania warto ci kryteriów, wyznaczania wektora preferencji oraz budowy ran-
kingu.

2.1. ETAP I. WYBÓR KRYTERIÓW

Wybór kryteriów jest zwi zany z preferencjami decydenta. Kryteria dobiera 
si  w zale no ci od rodzaju sytuacji decyzyjnej. Dla wielu sytuacji decyzyjnych 
jest mo liwe okre lenie sta ego zbioru kryteriów, które mog  by  wykorzystywane 
w podobnych przypadkach. Kryteria oznaczane dalej b d  za pomoc  ma ej litery ki 
(indeks oznacza numer kryterium). Kryterium okre la cechy obiektów, które powinny 
da  si  wyrazi  w sposób ilo ciowy. W pracy obiekty b d  dalej oznaczane, jako 

j
X , 

gdzie j oznacza numer obiektu. Przyk adowo, kryteriami opisuj cymi samochody 
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mog  by  dla decydenta: spalanie paliwa, moc silnika itp. Kryteria te wyra one s  
warto ciami 

j
ix  (warto  i-tego kryterium j-tego obiektu).

Na podstawie okre lonych kryteriów tworzony jest zbiór warto ci kryteriów dla 
obiektów. Na pocz tku nale y wyeliminowa  wszystkie kryteria, których rozpi to  
(lub odchylenie standardowe) jest równe zeru. Kryteria takie nie maj  wielkiego 
wp ywu na wynik bada , lecz mog  powodowa  komplikacje podczas oblicze , 
spowodowane dzieleniem przez zero. Mo e ono pojawi  w przypadku normowania 
z u yciem odchylenia standardowego lub rozpi to ci. Eliminacje kryteriów realizuje 
si  z wykorzystaniem wspó czynnika zmienno ci Vi. Kryteria maj ce Vi mniejsze od 
0,1 s  eliminowane. Szerzej procedura eliminacji z wykorzystaniem tego wspó czyn-
nika jest omówiona w publikacji Nermend (2008c).

2.2. ETAP II. OKRE LENIE CHARAKTERU KRYTERIÓW

Przewa nie decydenci nie potra   skwanty  kowa  swoich preferencji, natomiast 
potra   wyrazi  jakie obiekty s  dla nich akceptowalne lub nieakceptowalne. St d 
propozycja charakteru kryteriów powinna by  zgodna z ich intuicj . Mo na zapropo-
nowa  nast puj ce grupy kryteriów: po dane, niepo dane, motywuj ce, demotywu-
j ce i neutralne, tworz ce zbiory kryteriów (Nermend, Borawski, 2014):
– Po danych (ki  d), dla których po dane s  okre lone warto ci, nie za du e 

i nie za ma e. Przyk adowo kupuj c samochód decydent oczekuje samochodu 
o pewnej wielko ci, ani zbyt du ego, ani zbyt ma ego (cecha nominanta). 

– Niepo danych (ki  nd), dla których okre lona warto  jest niepo dana. 
– Motywuj cych (ki  m), dla których po dane s  wysokie warto ci, motywuj ce 

decydenta do podejmowania decyzji. Przyk adowo decydent, wybieraj c form  
lokaty b dzie oczekiwa  maksymalnego oprocentowania (cecha stymulanta).

– Demotywuj cych (ki  dm), dla których po dane s  niskie warto ci, ich du a 
wysoko  demotywuje decydenta do podj cia decyzji. Przyk adem takiego kry-
terium jest cena, która w przypadku zakupu powinna mie  warto  jak najni sz  
(cecha destymulanta).

– Neutralnych (ki  n), które w danym problemie decyzyjnym nie s  istotne, ich 
warto ci nie powinny mie  wp ywu na podj t  decyzj . 
Na tym etapie ka demu kryterium nale y przypisa  okre lony charakter. Ka d  

cech  mo na okre li  jako jedn  z wy ej wymienionych, mo na je równie  zast pi  
nazwami stymulanta, destymulanta itp. u ywanymi w wielowymiarowej analizie 
porównawczej. Zdaniem autora nazwy te nie s  tak zrozumia e dla decydenta jak te 
zaproponowane w niniejszym artykule.
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2.3. ETAP II. NADANIE WAG KRYTERIOM

Na ogó  mo na przyj , e wszystkie kryteria maj  jednakowe znaczenie, jednak 
s  sytuacje, w których jedno kryterium mo e by  du o wa niejsze od pozosta ych. 
Przyk adem mo e by  cena, która cz sto jest g ównym kryterium wyboru. Mo na 
wówczas nada  takiej zmiennej wi ksz  warto  wagi. Domy lnie mo na na przyk ad 
przyj , e wagi kryteriów wi s  równe 1. W sytuacji, gdy konieczne jest zwi kszenie 
wa no ci kryteriów mo na te wagi zwi kszy  lub zmniejszy . Przyk adowo nadanie 
kryterium wagi 2 b dzie powodowa o, e dane kryterium b dzie dwa razy wa niej-
sze od pozosta ych, wagi 0,5  e b dzie dwa razy mniej wa ne. Wagi mo na te  
podawa  w zakresie od 0 do 100 przy za o eniu, e ich suma wynosi 100. Staj  si  
wówczas procentowym wska nikiem wa no ci kryterium.

Po okre leniu wag powinny one zosta  unormowane w celu eliminacji skali war-
to ci w jakich s  one podawane:

 M

i
i

j
j

w

w
w

1

  (1)

gdzie wj to warto  wagi dla j-tego kryterium, w'i  warto  unormowanej wagi dla 
i-tego kryterium, a M  ilo  kryteriów.

2.4. ETAP III. NORMOWANIE WARTO CI KRYTERIÓW

Kryteria opisuj ce obiekty s  z regu y niejednorodne, opisuj  bowiem ró ne 
parametry obiektów, które s  wyra one w ró nych jednostkach miary i maj  ró ne 
skale warto ci. Powoduje to, e dane zapisane w ten sposób s  nieporównywalne. 
Konieczne jest zatem sprowadzenie ich do postaci, w której by yby porównywalne. 
St d kolejnym etapem metody PVM jest normowanie kryteriów. W wyniku normowa-
nia usuni te zostaj  jednostki miary, a skala warto ci kryteriów zostaje sprowadzona 
do mniej wi cej jednakowego poziomu. Przewa nie stosowan  metod  normowania 
jest standaryzacja (Nermend, 2008c):

 
i

i
j

i

j
i S

xx
x   (2)

gdzie 
j

ix  to warto  i-tego kryterium j-tego obiektu, 
j

ix   warto  i-tego kryterium 

j-tego obiektu po standaryzacji, ix   warto  rednia warto ci i-tego kryterium, 

a Si  odchylenie standardowe warto ci dla i-tego kryterium.
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Przez '‚ (prim) dalej b d  oznaczane warto ci po unormowaniu. Wi cej informacji 
na temat normowania mo na znale  w pracach: Kuku a (2000), Pawe ek (2008), 
Nermend (2013).

2.5. ETAP IV. WYZNACZANIE WEKTORA PREFERENCJI

Wektor preferencji okre la preferencje decydenta w stosunku do analizowanych 
obiektów. Jest to wektor, którego wspó rz dne stanowi  warto ci kryteriów wyliczone 
na podstawie ró nicy mi dzy motywuj cym , a demotywujacym  wektorem pre-
ferencji. Warto ci kryteriów dla wektora  s  podane przez decydenta i przewa nie 
spe niaj  jego oczekiwania. Wektor  wskazuje na warto ci kryteriów przez decy-
denta niepo dane. Interpretacja wektorów preferencji oraz sposób ich wyznaczania 
zale y od wybranego wariantu obliczania PVM. Szerzej zostanie to omówione przy 
opisie wariantów metody PVM przedstawionych na rysunku 1. W procesie oblicze-
niowym wektor preferencji jest traktowany (pod wzgl dem charakteru kryteriów oraz 
sposobu ich normowania) tak samo, jak ka dy inny wektor reprezentuj cy obiekt. 
Nale y dokona  normowania motywuj cego oraz demotywuj cego wektora preferen-
cji wykorzystuj c te same parametry normowania, które by y wykorzystywane przy 
normowaniu warto ci kryteriów. Przyk adowo wektor  mo na unormowa  wykorzy-
stuj c standaryzacj  w nast puj cy sposób (Nermend, Borawski, 2014):

 
i

ii
i S

x   (3)

gdzie i to warto  i-tej wspó rz dnej wektora   a ’i  warto  i-tej wspó rz dnej 
wektora  po normowaniu.

2.6. ETAP IV. RANGOWANIE OBIEKTÓW WED UG PREFERENCJI DECYDENTA

Ranking obiektów wed ug preferencji decydenta jest budowany na podstawie 
po czenia dwóch metod budowy miar agregatowych: metody Hellwiga, w której jest 
u ywana odleg o  euklidesowa oraz metody VMCM wykorzystuj cych rzut wektora. 
Sposób liczenia miary zale y od charakteru kryteriów. Dla kryteriów o charakterze 
motywuj cym i demotywuj cym jest ona liczona jako wspó rz dna wektorów-obiek-
tów w jednowymiarowym uk adzie wspó rz dnych. W przypadku kryteriów po -
danych i niepo danych podstaw  wyliczenia warto ci miary jest miara odleg o ci. 
Kryteria neutralne nie maj  znaczenia dla warto ci miary.

Budow  rankingu zaczyna si  od rozdzielenia kryteriów. Kryteria neutralne s  
odrzucane. Pozosta e kryteria s  dzielone na trzy grupy:
– kryteria motywuj ce i demotywuj ce, 
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– kryteria po dane,
– kryteria niepo dane. 

Dla kryteriów motywuj cych i demotywuj cych miara liczona jest poprzez wyzna-
czenie d ugo ci rzutu wektora reprezentuj cego j-ty obiekt na wektor preferencji 

v
T

 który jest wyznaczany jako ró nica wektorów 
v

 i v
:

 
vvv

T .  (4)

Wektory 
v

 i 
v
 stanowi  wektory, których wspó rz dnymi s  kryteria motywuj ce 

i demotywuj ce wektorów 
v

 i 
v
. Rysunek 2a przedstawia sposób wyznaczania wek-

tora preferencji 
v
T . Punkt zaczepienia wektora 

v
T  wyznacza wektor 

v
.

 

Rysunek 2. We ktor preferencji 
v
T : a) umiejscowienie w uk adzie wspó rz dnych kryteriów 

(k1  kryterium 1, k2  kryterium 2); b) okre lanie po o enia obiektu wzgl dem punktu zaczepienia 
v
T

ród o: opracowanie w asne.

Znak wspó rz dnych wektora 
v
T  jest zwi zany z charakterem kryteriów. Dodatni 

okre la kryterium motywuj ce, a ujemny demotywuj ce. Nie zawsze musi by  to 
zgodne z charakterem kryteriów okre lonym w etapie I, poniewa  czasem mo e si  
zdarza  sytuacja, gdy decydent nie dba o przechodnio  preferencji i podaje warto ci 
kryteriów demotywujacych wy sze od motywuj cych. Z tego wzgl du nale y wyko-
na  korekt  charakteru kryteriów poprzez dokonanie zmian znaku tego konkretnego 
kryterium we wspó rz dnych wektora 

v
T . Wspó rz dnym zwi zanym z kryterium 

motywuj cym nadaje si  znak dodatni, a demotywuj cym  ujemny. Dla ka dego 
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obiektu 
j
X  nale y okre li  jego po o enie punktu zaczepienia wektora 

v
T . W tym 

celu liczona jest ró nica pomi dzy nim a wektorem 
v
T  (rysunek 2b). Na podstawie 

tej ró nicy wyznaczana jest d ugo  rzutu obiektu 
j
X  na wektor 

v
T  (rysunek 3a). 

D ugo  wektora 
v
T  stanowi jednostk  miary podczas rzutowania obiektów na wektor 

v
T . D ugo  rzutu obiektu 

j
X  zale y od jego po o enia wzgl dem wektora 

v
T . Ilustruje 

to rysunek 3b. 

 

Rysunek 3. D ugo  rzutu obiekt ów 
j
X  na wektor 

v
T : a) wyznaczanie d ugo ci rzutu obiektu 

j
X ; 

b) po o enie obiektów a ich d ugo  rzutu
ród o: opracowanie w asne.

Fakt, e d ugo  rzutu na wektor 
v
T  posiada inn  jednostk  miary ni  uk ad wspó -

rz dnych kryteriów k1, k2 stanowi problem, je eli konieczne jest zestawienie tych 
d ugo ci z warto ciami miary odleg o ciowej liczonej w k1, k2. W zwi zku z tym 
wektor 

v
T  sprowadzany jest do postaci wektora jednostkowego:

 
 v

v

v T

T

 
  (5)

przy czym w metodzie PVM przyjmujemy:

 
1 v

iv
T

M

i
  (6)

gdzie Mv to liczba kryteriów motywuj cych i demotywuj cych, a 
v

i   i-ta wspó -
rz dna wektora 

v
T .
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D ugo  rzutu j-tego obiektu na wektor 
v

, b d ca jednocze nie warto ci  miary, 
mo e by  wyliczona z nast puj cego wzoru:

 
vv1 vv

ii

M

i
i

j
ij wx   (7)

gdzie 
v

i  to i-ta wspó rz dna wektora 
v

, 
v

i  
 

 i-ta wspó rz dna wektora 
v

, a 
v

iw
 

 
waga i-tego kryterium.

Im wy sza jest warto  
v

j tym j-ty obiekt ma wy sz  pozycj  w rankingu. Dla 

kryteriów po danych w obliczeniach brany jest pod uwag  wektor 
d

, którego 
wspó rz dnymi s  kryteria po dane wektora . Warto  miary jest liczona jako 
odleg o  mi dzy punktami (rysunek 4) (Nermend, Borawski, 2014):

 
1 ddd

dM

i
i

j
iij xw   (8)

gdzie Md to liczba kryteriów po danych, 
d

i   i-ta wspó rz dna wektora 
d

, a 
d

iw   
waga i-tego kryterium.

 

Rysunek 4. Wyznaczenie miary dla kryteriów po danych
ród o : opracowanie w asne.

Im mniejsza jest warto  miary 
d

j, tym wy sza jest pozycja obiektu w rankingu. 

Najlepsze obiekty maj  warto  miary równ  zero.
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Dla kryteriów niepo danych brany jest pod uwag  w obliczeniach wektor 
nd

, 
którego wspó rz dnymi s  kryteria niepo dane wektora . Podobnie jak poprzednio 
warto  miary jest liczona jako odleg o  mi dzy punktami (Nermend, Borawski, 
2014):

 
 1 ndndnd

ndM

i
i

j
i

i
ij xw

 
  (9)

gdzie Mnd to liczba kryteriów niepo danych, 
nd

i

 
 i-ta wspó rz dna wektora 

nd
, a 

nd
iw  

 waga i-tego kryterium.
Im wi ksza jest warto  miary 

nd
j , tym wy sza jest pozycja obiektu w rankingu. 

Najgorsze obiekty maj  warto  miary równ  zero.
Ostateczn  warto  miary j wyznacza si  licz c redni  wa on  warto ci miar 

v
j

d
j  i 

nd
j :

 
nddv

nd
nd

d
d

v
v

MMM

MMM jjj

j .  (10)

Znak minus przy warto ci miary j jest zwi zany z nieco odmiennym jej charak-
terem. Dla 

v
j

 
i 

nd
j

 
im wi ksza warto  miary tym lepszy obiekt, w przypadku 

d
j  

jest odwrotnie  im mniejsza warto  miary tym lepszy obiekt.

3. MATEMATYCZNY OPIS WARIANTÓW W METODZIE WEKTORA PREFERENCJI

3.1. WARIANT A

Decydent podaje kryteria oraz ich charakter. Warto ci wektorów  i  s  wyli-
czane na podstawie danych. Procedura post powania zale y od charakteru kryteriów. 
Wspó rz dne tych wektorów s  wyznaczane na podstawie I i III kwartyla do oblicza-
nia miary 

v
j  oraz maksimum i minimum do obliczania miar 

d
j  i 

nd
j . Do oblicze  

brane s  warto ci kryteriów dla wszystkich rozpatrywanych obiektów (tabela 1).
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Tabela 1.
Obliczanie wektorów   i  w zale no ci od charakteru kryteriów

Wektor
Kryterium

motywuj ce demotywuj ce po dane niepo dane neutralne

III kwartyl I kwartyl max - -

I kwartyl III kwartyl - min -

ród o: opracowanie w asne. 

3.2. WARIANT B

Decydent podaje kryteria i charakter motywuj cego  i demotywuj cego  wek-
tora preferencji w postaci danych dla dwóch obiektów rzeczywistych z próby lub 
spoza próby badawczej. Pierwszego, który mu si  podoba i drugiego, który mu si  
nie podoba.

4. PORÓWNANIE METODY PVM Z WYBRANYMI METODAMI 
WIELOKRYTERIALNYMI

Tabela 2 przedstawia charakterystyk  wybranych metod wykorzystywanych 
w podejmowaniu decyzji. W celach porównawczych do czono do nich metod  
PVM. Pod wzgl dem charakterystyki jest to metoda najbardziej podobna do metody 
TOPSIS. Od TOPSIS odró nia j  wykorzystanie w obliczeniach jednowymiarowego 
uk adu wspó rz dnych. W odró nieniu od innych metod nie jest konieczna ocena 
relatywnej istotno ci kryteriów, gdy  metoda sama potra   je oceni  na podstawie 
okre lenia pozytywnego i negatywnego wzorca.

Tabela 3 przedstawia zestawienie porównawcze metod AHP, ELECTRE, PRO-
METHEE, TOPSIS, PVM. Metod  PVM wyró nia przede wszystkim prostota, co 
umo liwia atw  interpretacj  wyniku i dzia ania metody. Wykorzystuje ona iloczyn 
skalarny zde  niowany dla przestrzeni Euklidesowej, ale nie ma przeciwskaza  
metodycznych do wykorzystania innych iloczynów skalarnych. Daje to mo liwo  
atwej mody  kacji metody i dodania do niej nowych elementów, na przyk ad liczb 

wieloelementowych opisuj cych niedok adno  danych, co czyni oby j  równowa n  
metodom wykorzystuj cym liczby rozmyte.

W zale no ci od potrzeb decydenta metoda PVM mo e pracowa  w dwóch 
wariantach, albo wyszukiwa  obiekty (warianty decyzyjne) o cechach najbardziej 
podobnych do wskazanych przez niego, albo o cechach zbli onych lub lepszych. 
Mo liwa jest równie  kombinacja obu wariantów. adna inna z analizowanych 
metod nie pozwala na czenie obu wariantów. Proces obliczeniowy metody PVM 
jest zbli ony do metody TOPSIS i nale y do najprostszych ze wszystkich porówny-
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Tabela 3.
Porównanie metod AHP, Electre, Promethee, TOPSIS, PVM

Metoda Zalety Wady Obszary zastosowania
Proces 
hierarchii 
analitycznej 
(AHP)

atwa w u yciu, 
skalowalna, struktura 
hierarchii mo e by  
dostosowana, aby 
pasowa a do problemów 
ró nych rozmiarów.

Problemy wynikaj ce 
z wzajemnych zale no ci 
pomi dzy alternatywami 
i kryteriami; mo e 
prowadzi  do niespójno ci 
pomi dzy decyzj  
a kryteriami rankingu; 
odwrócenie rankingu.

Problemy dotycz ce 
wydajno ci, zarz dzanie 
zasobami, polityka 
i strategia korporacyjna, 
polityka publiczna, 
polityczne strategie 
i planowanie.

ELECTRE Bierze pod uwag  
niepewno .

Proces oraz wyniki mog  
by  trudne do wyja nienia 
laikowi, relacje przewy -
szania powoduj , e si y 
i s abo ci poszczególnych 
rozwi za  nie s  atwe do 
bezpo redniego zidenty  -
kowania.

Energia, ekonomia, 
rodowisko, zarz dzanie 

wod , problemy 
transportowe.

PROMETHEE atwa w u yciu, nie 
wymaga za o enia, e 
kryteria s  procentowe 
(proporcjonalne).

Nie zapewnia jasnej 
metody przypisywania 
wag.

rodowisko, hydrologia, 
zarz dzanie wod , 
biznes i  nanse, chemia, 
logistyka i transport, 
produkcja i monta , 
energia, rolnictwo.

TOPSIS Prosty proces, atwy do 
u ycia i zaprogramowania, 
liczba kroków jest zawsze 
taka sama, niezale nie od 
liczby atrybutów.

U ycie odleg o ci 
Euklidesowej nie 
uwzgl dnia korelacji 
mi dzy atrybutami; trudno 
okre li  wagi i utrzyma  
spójno  decyzji.

Zarz dzanie a cuchem 
dostaw, logistyka, 
in ynieria, systemy 
produkcyjne, biznes 
i marketing, rodowisko, 
zasoby ludzkie, zarz dza-
nie zasobami wody.

PVM Bardzo prosty proces, 
atwy do u ycia 

i zaprogramowania, 
liczba kroków jest zawsze 
taka sama, niezale nie 
od liczby kryteriów 
i obiektów, mo liwo  
zastosowania dowolnego 
iloczynu skalarnego 
daje potencjalnie du e 
mo liwo ci dalszego 
rozbudowania metody, na 
przyk ad o niepewno .

U ycie odleg o ci 
Euklidesowej dla 
kryteriów po danych 
i niepo danych nie 
uwzgl dnia korelacji 
mi dzy kryteriami.

Ochrona rodowiska, 
ekonomia, podejmowanie 
decyzji konsumenckich.

ród o: opracowanie w asne na podstawie AHP, TOPSIS, ELECTRE, Promethee (Velasquez, Hester, 
2013).
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wanych metod. Liczba kroków jest zawsze sta a i dla danego kryterium zale y tylko 
od jego charakteru. Obliczenia maj  charakter umo liwiaj cy atwy zapis w postaci 
macierzowej, co upraszcza zrównoleglenie oblicze  oraz implementacj  sprz tow . 
Pozwala to na zastosowanie metody tam, gdzie zachodzi potrzeba szybkiego stwo-
rzenia rankingu dla du ej ilo ci danych (na przyk ad tworzenia rankingu wszystkich 
stron internetowych w danym j zyku, wszystkich osób odwiedzaj cych dany portal 
internetowy).

5. PRZYK AD ZASTOSOWANIA METODY PVM DO WYBORU KOMPUTERA

Zastosowanie metody PVM zostanie omówione na przyk adzie wyboru komputera 
najbardziej odpowiadaj cego oczekiwaniom konsumenta. Przyj to, e konsumenta 
najbardziej interesuj  nast puj ce kryteria:

k1  pami  RAM w GB;
k2  pojemno  dysku twardego HDD w GB;
k3  cena komputera w PLN;
k4  przek tna matrycy ekranu w calach;
k5  liczba portów USB.
Konsument okre li , e chcia by mie  jak najwi cej pami ci RAM, jak najwi kszy 

dysk twardy HDD i jak najwi ksz  liczb  portów USB przy jak najni szej cenie. 
Ponadto konsument chcia by mie  matryc  jak najbardziej zbli on  do rozmiaru 17 
cali. Konsument ponadto okre li , e preferowane przez niego parametry komputera 
to 8 MB RAM-u, 1024 GB HDD, oraz 4 porty USB. Wi ksze warto ci s  dla niego 
dopuszczalne. Okre li  tak e, e parametry 4 MB RAM-u, 500 GB HDD oraz 2 porty 
USB s  za niskie, jak na jego potrzeby. Konsument nie poda  preferowanej ceny 
za jak  chcia by kupi  komputer, ale okre li , e to kryterium jest dla niego wa ne. 
W zwi zku z tym warto ci kryteriów RAM, HDD i USB dla wektora  przyj to na 
poziomie preferowanym przez konsumenta, czyli 8, 1024 i 4. Warto ci tych kryteriów 
dla wektora  przyj to na poziomie warto ci niepreferowanych przez konsumenta: 
5, 500 i 2. Dla kryterium matryca, które jest kryterium po danym, przyj to warto  
17 jako wspó rz dn  wektora . Wspó rz dna wektora  dla kryterium matryca 
nie zosta a okre lona, gdy  nie jest to wymagane (tabela 4). Ze wzgl du na to, e 
konsument nie wskaza  ceny, warto ci tego kryterium okre lono na podstawie I i III 
kwartyla.

Ze wzgl du na to, e konsument okre li , i  cena jest dla niego wa na, przyj to, 
e waga tego kryterium b dzie równa 4, a pozosta ych kryteriów 1. Oznacza to, e 

wa no  tego kryterium jest taka sama, jak wszystkich pozosta ych razem wzi tych 
(suma ich wag te  jest równa te  4). Na podstawie informacji podanych przez konsu-
menta wykonano ranking komputerów, co zosta o przedstawione w tabeli 5.
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Tabela 4.
Komputery wskazane przez konsumenta

RAM HDD Cena Matryca USB

8 1024 3829,25 17 4

4 500 6060 - 2

 – komputer, który mu si  podoba ,  – komputer który mu si  nie podoba .

ród o: opracowanie w asne.

Ta bela 5.
Warto ci kryteriów dla komputerów w ró nych wariantach decyzyjnych 

Wariant decyzyjny RAM HDD Cena Matryca USB

C1 4 500 3849 17 2
C2 4 500 3949 17 2
C3 4 500 3699 15 4
C4 4 750 3519 17 2
C5 4 640 3770 17 3
C6 4 500 3759 15 2
C7 8 1024 4200 13 4
C8 16 1024 6000 13 4
C9 8 1024 3999 15 3
C10 8 500 3520 15 2
C11 8 1024 5350 15 4
C12 16 1024 6240 15 4
C13 4 1024 4220 15 3
C14 8 1024 5340 13 2
C15 4 500 4500 13 3
C16 16 1024 7200 13 4
C17 4 500 3650 17 3
C18 8 500 4670 17 3
C19 16 1024 7250 17 3
C20 16 1250 9500 17 4
C21 4 1250 6550 15 4
C22 4 250 4200 11 2
C23 8 500 5300 11 4

C24 16 1024 7500 11 4

ród o: opracowanie w asne.
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Wyniki otrzymanego rankingu zosta y zaprezentowane w tabeli 6. Najlepszy 
wynik uzyska  komputer C5. Jego parametry w wi kszo ci maj  warto ci pomi dzy 
wielko ciami preferowanymi a niepreferowanymi przez konsumenta. Wynika to 
z tego, e konsument okre li  kryterium ceny jako bardzo wa ne, w zwi zku z tym 
cena najlepszego wed ug rankingu komputera jest stosunkowo wysoka. Analizuj c 
komputery nale ce do klasy pierwszej mo na zauwa y , e ich ceny s  stosunkowo 

Tabela 6.
Warto ci miary PVM przy nadaniu kryterium ceny wagi równej 4

Obiekt Miara wektorowa Miara odleg o ciowa Miara Klasa

C5 0,44 0,00 0,36 1

C17 0,43 0,00 0,34 1

C4 0,40 0,00 0,32 1

C3 0,53 0,55 0,31 1

C9 0,52 0,55 0,31 1

C13 0,47 0,55 0,27 2

C7 0,60 1,10 0,26 2

C18 0,32 0,00 0,25 2

C11 0,45 0,55 0,25 2

C1 0,30 0,00 0,24 2

C2 0,28 0,00 0,23 2

C12 0,38 0,55 0,19 2

C10 0,37 0,55 0,18 2

C21 0,31 0,55 0,14 3

C6 0,31 0,55 0,14 3

C19 0,14 0,00 0,11 3

C8 0,41 1,10 0,11 3

C15 0,31 1,10 0,03 3

C20 -0,01 0,00 -0,01 3

C16 0,25 1,10 -0,02 4

C14 0,24 1,10 -0,03 4

C23 0,34 1,66 -0,06 4

C24 0,21 1,66 -0,16 4

C22 0,19 1,66 -0,18 4

ród o: opracowanie w asne.
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niskie (nie przekraczaj  4000 PLN). Je eli konsumentowi nie odpowiada komputer 
C5, mo e poszuka  bardziej odpowiadaj cego mu komputera z nale cych do klasy 1. 
Komputery te maj  bardzo zbli one warto ci miary, a ró ni  si  wyposa eniem i cen . 
Dla tych komputerów zwi kszenie warto ci jednego kryterium powoduje obni enie 
warto ci innych kryteriów.

Badania powtórzono z wykorzystaniem metody ELECTRE II. Konsument wyrazi  
swoje preferencje poprzez okre lenie, które kryteria s  dla niego motywuj ce, a które 
demotywuj ce. Wagi kryteriów okre lono identyczne jak dla metody PVM. Progi 
dominacji i veta przyj to zgodne z podanymi w pracy (Wang, Triantaphyllou, 2008): 
progi dominacji silny i s aby – 0,85 i 0,65, a progi veta silny i s aby – 0,5 i 0,25. Na 
tej podstawie zbudowano grafy silnych i s abych przewy sze . Grafy pos u y y do 
skonstruowania rankingu. W metodzie ELECTRE II obiekty s  rangowane na dwa 
sposoby: od najlepszego do najgorszego oraz od najgorszego do najlepszego. Ten 
drugi ranking nazywany jest czasami rankingiem odwróconym.

Wariant decyzyjny decydent wybiera zestawiaj c wyniki obu rankingów i posi ku-
j c si  ewentualnie grafami przewy sze . Dla u atwienia porównania z metod  PVM 
dokonano oceny punktowej za pozycj  obiektu w rankingu. Ka demu wariantowi 
decyzyjnemu znajduj cemu si  w rankingu o jedn  pozycj  ni ej od wariantu ana-
lizowanego przyznawano 1 punkt, wariantowi znajduj cemu si  w rankingu o dwie 
pozycje ni ej przyznawano dwa punkty, itd. Punktacj  tak  przeprowadzono dla obu 
rankingów, przy czym dla rankingu odwróconego przyznawano punkty za po o nie 
ni sze w rankingu. Uzyskany wynik przedstawiono w tabeli 7.

Tabela 7. 
Ranking stworzony za pomoc  metody Electre II 

Pozycja
Ranking Ranking 

odwrócony Ranking ostateczny Ranking 
metod  PVM

Wariant 
decyzyjny

Wariant 
decyzyjny

Wariant 
decyzyjny Punktacja Wariant

 decyzyjny
1 C4, C10 C20 C4 45 C5

2 C17 C21, C24 C10 44 C17

3 C3 C19 C17 42 C4

 
9 C15 C23 C9, C22 28 C11

 
13 C11 C9, C22 C18 20 C10

 
24 C22

ród o: opracowanie w asne.
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Podanie dwóch wektorów w metodzie PVM pozwala na bardziej precyzyjne okre-
lenie preferencji decydenta. W ELECTRE mo na poda  albo ma o precyzyjnie pre-

ferencje decydenta, tak jak w przedstawionym przyk adzie, albo bardzo precyzyjnie, 
poprzez porównanie wszystkich warto ci kryteriów parami, co w tym przypadku daje 
280 porówna . Im wi ksza jest liczba obiektów, tym wi ksza jest liczba porówna . 
Przy du ej liczbie wariantów decyzyjnych liczba porówna  staje si  nie do przyj cia 
dla decydenta i konieczne jest zastosowanie specjalnych procedur zmniejszaj cych 
t  liczb . Metoda PVM wskaza a jako najlepszy wariant C4, a ELECTRE – C5. Ta 
ró nica wynika z faktu, e konsument jako preferowan  liczb  portów USB poda  4, 
a niepreferowan  2. Jest to ró nica równa rozpi to ci liczby mo liwych portów dla 
rozpatrywanych komputerów. Metoda PVM przyj a zatem, e jest to istotny parametr 
dla decydenta. Porównuj c obie metody mo na zauwa y  tak e, e kryterium ceny 
jest w metodzie ELECTRE znacznie bardziej wa ne ni  w metodzie PVM. Wp yw 
wagi równej 4 jest zatem silniejszy w metodzie ELECTRE ni  w metodzie PVM. 
Szczególnie wida  to w przypadku wariantu C22, gdzie wszystkie parametry s  bardzo 
s abe oprócz ceny, któr  mo na okre li  jako nieco mniejsz  od przeci tnej. Metoda 
PVM umie ci a ten wariant na samym ko cu rankingu, a metoda ELECTRE w jego 
po owie. 

W metodzie ELECTRE dobór parametrów takich jak wagi, progi dominacji i veta, 
mo e by  trudny dla decydenta ze wzgl du na trudno  z prze o eniem ich poziomu 
na wynik. W metodzie PVM wspó rz dne wektora  i  podaje si  w jednostkach 
miary kryteriów, co u atwia ich okre lenie przez decydenta. Wagi maj  równie  bar-
dzo jasn  interpretacj , mo na je na przyk ad podawa  jako procentowe wska niki 
wa no ci kryterium.

Powa nym problemem metody ELECTRE jest jej do  z o ona procedura. Dla 
rozpatrywanego przyk adu czas oblicze  w programie Matlab waha  si  od ok. 1 s 
do ok. 2 godzin. Czas oblicze  bardzo silnie zale a  od okre lenia preferencji konsu-
menta, co mia o zwi zek z uk adem po cze  w grafach. Dla porównania czas obli-
cze  dla metody PVM wynosi  zawsze oko o 1 s, niezale nie od tego, jak konsument 
okre li  swoje preferencje. 

6. PODSUMOWANIE

Przedstawiona w artykule metoda PVM wykorzystuje wektor preferencji do 
stworzenia rankingu obiektów. U atwia to decydentowi podj cie w a ciwej decyzji. 
Decydent mo e wyrazi  swoje preferencje poprzez wskazanie jak wa ne s  dla niego 
poszczególne kryteria, de  niuj c obiekt preferowany i ewentualnie obiekt niepo -
dany. Mo liwe jest tak e okre lenie preferencji tylko na podstawie charakteru kry-
teriów. 

W artykule przedstawiono równie  przyk adowe zastosowanie metody PVM 
w wyborze komputera przez konsumenta. Dane zaczerpni to z internetowych skle-
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pów komputerowych. Dla porównania podobne badania przeprowadzono dla metody 
Electre II. Na tej podstawie okre lono, e metoda wektora preferencji jest prostsza 
w u yciu przez decydenta ze wzgl du na bardziej oczywisty zwi zek parametrów 
niezb dnych do dzia ania metody z uzyskanym wynikiem. Ponadto ze wzgl du na 
wykorzystanie grafu metoda Electre II jest du o bardziej z o ona algorytmicznie co 
utrudnia jej implementacj  oraz sprawia, e czas oblicze  jest zale ny od charakteru 
danych i mo e by  bardzo d ugi. Metoda wektora preferencji jest du o prostsza do 
prze o enia na j zyk programowania szczególnie takich które wspieraj  operacje 
macierzowe. Czas oblicze  zale y tylko od ilo ci danych, nie za  od ich charakteru. 
Czas ten nie powinien by  znacz cy nawet przy okre leniu tysi ca kryteriów i tysi ca 
wariantów decyzyjnych. Jak wykaza y badania dla metody Electre ze wzgl du na 
wykorzystanie grafu problematyczne mo e by  nawet okre lenie 5 kryteriów i 24 
wariantów decyzyjnych. Ze wzgl du na podobie stwo metod Electre wnioski te 
mo na uogólni  na wszystkie metody grupy Electre, a uwagi dotycz ce wykorzystania 
grafu na wszystkie metody wykorzystuj ce grafy (np. Promethee).

Zaproponowana metoda mo e mie  szerokie zastosowanie w obszarze wspoma-
gania podejmowania decyzji. Przyk adowo, mo na zastosowa  j  do wspomagania 
wyborów konsumentów. Metod  mo na zaimplementowa  w oprogramowaniu uru-
chamianym na smartfonie, rozpoznaj cym produkty na podstawie kodu kreskowego. 
Metoda jest wtedy w stanie szeregowa  wybrane produkty wzgl dem innych. Innym 
przyk adem jej zastosowania jest szeregowanie obiektów spo eczno-gospodarczych, 
dzi ki czemu mo na okre li  jak dany powiat, województwo, czy te  pa stwo plasuje 
si  na tle innych podobnych jednostek administracyjnych. Mo e to by  podstaw  do 
wyboru np. miejsca inwestowania. Metod  PVM mo na zastosowa  wsz dzie, gdzie 
mamy do czynienia z wyborem jednego wariantu decyzyjnego spo ród wielu innych.

Kesra Nermend – Uniwersytet Szczeci ski
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WIELOKRYTERIALNA METODA WEKTORA PREFERENCJI 
JAKO NARZ DZIE WSPOMAGAJ CE PROCES DECYZYJNY

S t r e s z c z e n i e

W artykule zaprezentowano podstawy teoretyczne metody wektora preferencji (PVM – Preference 
Vector Method). Jest ona rozwini ciem metod wykorzystywanych przez szko  polsk  i mo e by  stoso-
wana w procesie podejmowania decyzji. Ranking obiektów wed ug preferencji decydenta jest budowany 
na podstawie po czenia dwóch metod budowy miar agregatowych: metody Hellwiga, w której jest 
u ywana odleg o  euklidesowa oraz metody budowy miar wektorowych (VMCM), wykorzystuj cej 
rzut wektora. 

S owa kluczowe: mierniki syntetyczne, metody wielokryterialne, metoda wektora preferencji

MULTI-CRITERIA PREFERENCE VECTOR METHOD (PVM) AS A TOOL SUPPORTING 
THE DECISION MAKING PROCESS

A b s t r a c t

The paper presents the theoretical foundations of Preference Vector Method (PVM). It is the deve-
lopment of methods used by the Polish school and can be used in the decision making process. The 
ranking of objects according to a decision-maker preferences is performed on the basis of a combination 
of two methods for construction aggregate measures: Hellwig method, in which the Euclidean distance 
is used and the vector measures construction method (VMCM), which uses a vector projection.

Keywords: synthetic measures, multicriteria method, PVM method, preference vector




