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Wp³yw jakoœci nadawy na jakoœæ produktów wzbogacania
ocenianych za pomoc¹ wykresu Fuerstenaua

dla przypadku symetrycznej krzywej separacji

Wprowadzenie

Wyniki separacji sk³adnika u¿ytecznego zrud i surowców przedstawia siê w postaci
bilansów i wykresów (Kelly, Spottiswood1982). Do opisu wyników wzbogacania stosuje
siê wiele wykresów nazywanych tak¿e krzywymi wzbogacania, w tym krzywe wzbogacania,
takie jak Fuerstenaua, Mayera, Halbicha.Powoduje to, ¿e do opisu rezultatów wzbogacania
wykorzystuje siê tak¿e wiele zale¿noœci matematycznych. W tabeli 1, dla przyk³adu, poka-
zano równania matematyczne stosowanedo opisu wyników wzbogacania rud pochodz¹cych
z Legnicko-G³ogowskiego Okrêgu Miedziowego.

Jednym z wykresów wzbogacania jest krzywaFuerstenaua, przedstawiaj¹ca zwykle
zale¿noœæ pomiêdzy uzyskiem sk³adnika u¿ytecznego w koncentracie� a uzyskiem sk³ad-
nika nieu¿ytecznego w odpadzie� r. Krzyw¹ tê wprowadzi³ Fuerstenau i jego wspó³pra-
cownicy (1989…1992, Sotillo i in. 1997; Drzyma³a 2006)w celu graficznego przedstawienia
wyników wzbogacania wêgla. Jest to bardzo u¿yteczna i praktyczna w stosowaniu krzywa
wzbogacania, gdy¿ wyniki wzbogacania ³atwo mo¿na opisaæ zale¿noœciami matematycz-
nymi. Ponadto, jest to tak zwanakrzywa alfa-nieczu³a, gdy¿ jej linie odniesienia, to jest linia
braku wzbogacania oraz idealnego wzbogacania i mieszania, nie zmieniaj¹ siê w zale¿noœci
od jakoœci nadawy� . Stwarza to mo¿liwoœæ charakteryzowania separacji za pomoc¹ po-
jedynczego wska˜nika selektywnoœci (efektywnoœci) wzbogacania (rys. 1), podczas gdy
opis wzbogacania z regu³y wymaga dwóch parametrów jednoczeœnie. Daje to, przyk³adowo,
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mo¿liwoœæ porównywania na jednym wykresie wyników wzbogacania dla uk³adów ze
zmiennym sk³adem nadawy� , czy te¿ zupe³nie ró¿nych uk³adów, w których zachodzi
separacja (Drzyma³a 2009). Warunkiem jest, aby wyniki wzbogacaniaby³y opisywane tym
samym jednoparametrowym równaniem. Dwa z nich pokazano na rysunku 1a i b.

Wyniki wzbogacania przemys³owego i laboratoryjnego czêsto uk³adaj¹ siê w postaci
krzywej wzbogacania symetrycznej wzglêdemprzek¹tnej. Pozwala to na opisanie ich za
pomoc¹ równania umieszczonego na rysunku 1a, które posiada tylko jeden dopasowywany
parametra. Na rysunku 2 zaprezentowano przyk³adowe, zaczerpniête z pracy £uszcz-
kiewicza i Chmielewskiego (2008, Fig. 15)wyniki dodatkowego wzbogacania przemys³o-
wego flotacyjnego koncentratu miedziowego z Lubina, przestawione w postaci krzywej
wzbogacania Fuerstenaua, na której symetrycznoœæ linii wzbogacania, wzglêdem diago-
nalnej, jest bardzo wyra˜nie widoczna.
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TABELA 1

Przyk³adowe równania matematyczne stosowane do opisu wynikówwzbogacania polskich rud miedzi

TABLE 1

Equations used for delineation of beneficiation results of Polish copper ores

Parametry
wzbogacania

Postaæ matematyczna równania �ród³o
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�� � � � �� � �a b( ) Foszcz i in. 2010

� … zawartoœæ sk³adnika u¿ytecznego w nadawie,
� … zawartoœæ sk³adnika u¿ytecznego w koncentracie,
� … zawartoœæsk³adnika u¿ytecznego w odpadzie,
� … wychód,
� … uzysk sk³adnika u¿ytecznego w koncentracie,
� r … uzysk sk³adnika nieu¿ytecznego w odpadzie.
a, a’, b, c, d, k; 95,5 to wspó³czynniki empiryczne (zachowano oryginale symbole, st¹d ich wartoœæ i znaczenie,

mimo tego samego symbolu, jest ró¿na)
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Rys. 1. Wykres wzbogacania Fuerstenaua. Je¿eli ró¿ne wyniki wzbogacania uk³adaj¹ siê wed³ug jednego
typu zale¿noœci (rys. 1a zale¿noœæ symetryczna, rys. 1bzale¿noœæ niesymetryczna wzglêdem diagonalnej)

wtedy poszczególne linie na wykresiewyznaczaj¹ selektywnoœæ procesu

Fig. 1. The Fuerstenau upgrading curve. When different upgrading results form a certain type of curve
(Fig. 1a symmetrical, Fig. 1b nonsymmetrical), thenthe lines in the plot determine process selectivity
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Rys. 2. Symetrycznoœæ wzglêdem diagonalnej wyników wzbogacania wykreœlonych na wykresie Fuerstenaua
dla dodatkowego laboratoryjnego flotacyjnego wzbogacania przemys³owego koncentratu miedziowego.

Na podstawie pracy £uszczkiewicza i Chmielewskiego (2008)

Fig. 2. Symmetrical, in relation to diagonal, results of separation plotted as the Fuerstenau curves
for additional laboratory flotation of afinal industrial copper concentrate.

Based on £uszczkiewicz and Chmielewski (2008)



Wa¿n¹ cech¹ wykresu Fuerstenaua jest to,¿e je¿eli dwie ró¿ne jakoœciowo nadawy
dostarczaj¹ takich samych zale¿noœci� od � r, oznacza to, ¿e maj¹ one identyczn¹ selek-
tywnoœæ separacji, ale jakoœæ i iloœæ ich koncentratów oraz odpadów bêdzie ró¿na. Dlatego
nasuwa siê pytanie, w jaki sposób krzywa Fuerstenaua kompensuje zmiennoœæ jakoœci
nadawy przy tej samej selektywnoœci procesu. Celem tej pracy jest okreœlenie, jak przy sta³ej
selektywnoœci separacji, zmiana zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego w nadawie� wp³ywa na
zmiany jakoœci koncentratu� i odpadu� .

1. WskaŸniki selektywnoœci dla krzywych wzbogacania
symetrycznych wzglêdem diagonalnej na wykresie Fuerstenaua

Wyniki separacji przedstawione zgodnie z metodyk¹ Fuerstenaua mo¿na opisaæ za
pomoc¹ wielu równañ (Drzyma³a, Ahmed 2005). Czêsto mo¿na u¿yæ równania o pe³nej
symetrycznoœci wzglêdem diagonalnej wykresu. Tak¹ zale¿noœci mo¿na opisaæ podanym ju¿
na rysunku 1a równaniem:
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100 (1)

gdzie
a … wska˜nik selektywnoœci wzbogacania,
� … uzysk sk³adnika u¿ytecznego w koncentracie,
� r … uzysk pozosta³ych sk³adników w odpadzie.

Parametra tego równania jest jednoczeœnie wska˜nikiem selektywnoœci procesu. Gdy
wska˜nik selektywnoœci procesua zmniejsza swoj¹ wartoœæ, krzywa zwiêksza swoj¹ wy-
puk³oœæ, a proces staje siê coraz bli¿szy idealnemu (Drzyma³a i in. 2010) (rys. 1a). Z analizy
literatury wynika, ¿e matematycznie wska˜nik selektywnoœci dla linii wzbogacania po-
kazanych na rysunku 1a mo¿na wyraziæ ró¿nymi wzorami (Hall 1971; Drzyma³a, Ahmed
2005; Laplante i in. 1989; Krzanowski i in. 2009; W³odarski 2009). Formu³y te zebrano
w tabeli 1. W tej pracy u¿yty bêdzie wska˜nika zdefiniowany tylko równaniem (1).

Nale¿y zauwa¿yæ, ¿e� oraz� r mo¿na wyraziæ opieraj¹c siê na parametrach� , � oraz� ,
stosuj¹c zale¿noœci (Drzyma³a 2009):
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2. Kompensacja wp³ywu zmiennoœci zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego
w nadawie � dla utrzymania sta³ej selektywnoœci wzbogacania

na krzywej Fuerstenaua

Na podstawie równania na wska˜nik selektywnoœci krzywej symetryczneja, dla znanej
zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego w nadawie� , wyliczano dla danego uzysku� mo¿liwe
zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego w koncentracie� oraz odpadzie� . Wyniki tych obliczeñ
przestawiono na rysunku 3. Pokazuje on, ¿e wraz ze wzrostem zawartoœci sk³adnika u¿y-
tecznego w nadawie� roœnie jego zawartoœæ w koncentracie i odpadzie, a zale¿noœci miêdzy
� i � oraz miêdzy� i � s¹ krzywoliniowe. Funkcje te maj¹ postaæ wielomianu o trzech
dopasowywanych parametrachai, bi orazci, zale¿nych od wska˜nika selektywnoœcia, to jest
� � �� � �a b c1

2
1 1 oraz � � �� � �a b c2

2
2 2 (rys. 3).

Aby okreœliæ zale¿noœæ pomiêdzy podstawowymi parametrami wzbogacania� , � , � dla
krzywej symetrycznej o sta³ej wartoœci wska˜nika selektywnoœcia, wyznaczono stosunek
zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego wodpadzie oraz w koncentracie, czyli��� , a nastêpnie
odniesiono go do zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego w nadawie� . Wyniki obliczeñ przed-
stawiono na rysunku 4.
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TABELA 2

Ró¿ne matematyczne sposoby wyra¿aniawska˜nika selektywnoœci wzbogacania

przy symetrycznym wzglêdem diagonalnej przebiegu wzbogacania na krzywej Fuerstenaua (rys. 1a)

TABLE 2

Various mathematical formulas used for expressing selectivity factor for symmetric in-relation-to-diagonal

course of upgrading in the Fuerstenau plot (Fig. 1a)

Symbol wska˜nika
selektywnoœci
wzbogacania

Postaæ matematyczna
równania

Skala wartoœci wska˜nika �ród³o

a 	
	

	r a
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100 a = 100 (idealne)

a = � (brak)
Drzyma³a, Ahmed 2005

A 	
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100 A = …100 (idealne)

A = …� (brak)
Hall 1971

Z
	

	
	r
Z

Z
� �

� �
100

1
100

1( )
Z = 0 (idealne)
Z = 1 (brak)

Laplante i in. 1989

F F r� �	 	 F = 50 (brak)
F = 100 (idealne)

Fuerstenau i in.
1989…1992;

Drzyma³a 2009

an, b
y a b xn� � �100 1� �( ( ))

� to dystrybuanta rozk³adu
normalnego standardowego

b = 1 (krzywa symetryczna)
an = 0 (brak)
an = � (idealne)

Krzanowski, Hand 2009;
W³odarski 2009
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Rys. 3. Wp³yw zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego w nadawie� na jego zawartoœæ w koncentracie i odpadzie

przy a = 104 i ró¿nych sta³ych wartoœciach�

Fig. 3. Influence of� on content of a considered component in concentrate and tailing fora =104

and different constant values of�
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Rys. 4.Linie � �� od � dla ró¿nych wartoœci wspó³czynnika selektywnoœcia oraz �

Fig. 4. Lines of� �� vs � for different values of efficiency factora and �








