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Fraktale w holomorficznej dynamice

Zbiory Julii
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W 1904 roku szwedzki matematyk

Helge von Koch opisat niezwyklq figure
geometryczng o ,samopodobnym” brzegu,
ktorg nazwat ,ptatkiem Sniegu”. Dzi$ takie
»samopodobne”, ale ,niegtadkie” zbiory
nazywane fraktalami, znane z niezwyktej urody,
sq obiektem intensywnych badaf naukowych

Zachwycony wewnetrzng nieskonczono$cia Kkrzy-
wej von Kocha wioski matematyk Ernesto Cesaro napi-
sat o niej: ,Gdyby byta obdarzona zyciem, mozna by sie
jej pozby¢, tylko niszczac ja w catodci. Inaczej odzywata-
by znowu i znowu z gtebi swoich tréjkatow, jak to czyni
zycie we Wszechswiecie”.

Powszechno$¢ takich figur w matematyce i przyro-
dzie zauwazyt Benoit Mandelbrot, majac juz do dyspozy-
cji komputer. To on nazwat je fraktalami. Ich wymiar geo-
metryczny jest wiekszy niz topologiczny (wymiar topolo-
giczny krzywej jest rowny 1, powierzchni 2 itd.) i nie musi
by¢ liczba catkowita.

Cechg wielu fraktali jest samopodobienstwo: fraktal w do-
wolnie matym otoczeniu kazdego jego punktu jest podobny
do catego fraktala (lub jego duzej czedci). Taka wiasnosc
fraktali sprawia, ze znajduja one zastosowania réwniez
w dziedzinach odlegtych od matematyki: w grafice kompu-
terowej do tworzenia wiarygodnych krajobrazow i kompre-
sji danych, do badan struktury catego Wszech$wiata, a na-
wet przewidywania kursu akcji na gietdzie.

Samopodobienstwo fraktali czesto wynika z tego, ze ist-
nieje lokalnie rozciagajace przeksztatcenie f fraktala w sie-
bie takie, ze iteracje (powtérzenia) f przeksztalcaja mate
zbiory na duze, deformujac ksztatty tylko w sposob ograni-
czony (méwimy wtedy o ograniczonej dystorsji). Oczywiscie
im mniejsza skala (mniejszy zbidr), tym diuzszy czas (itera-
cja) dla dojscia do duzej skali jest potrzebny. I tak okazuje
sie, ze wlasno$ci przestrzeni w mikroskali sa zwiazane z za-
chowaniem trajektorii przeksztatcenia po dugim czasie.

W poszukiwaniu stabilnosci
W tym miejscu analiza i geometria fraktali spotyka sie
z teorig uktadéw dynamicznych. Uktady dynamiczne opi-
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suja zachowanie sig trajektorii punktow przy iterowaniu
przeksztalcenia lub trajektorii rozwigzan réwnan réznicz-
kowych opisujacych procesy fizyczne w dtugim czasie.
Dotyczg stabilnosci uktadu izbioréw niezmienniczych.
Poczatki tej dziedziny matematyki zwigzane sg z me-
chanika niebieska. Jak zachowuje sie uktad dwdch ciat,
wiedzieli juz Kepler i Newton. Jednak uktad trzech ciat
(Stonice, Jowisz, Ziemia) nadal nie jest matematycznie do-
ktadnie zrozumiany. Na 0gét w sytuacjach pochodzacych
z mechaniki przestrzen rozpada sie na zbiory niezmienni-
cze, w ktérych ruch jest prawie okresowy i zbiory, w kto-
rych ruch jest ,chaotyczny”. Te ostatnie zostaty zrozumia-
ne dopiero w ostatnich dziesiecioleciach: okazato sie, ze
taki ruch mozna opisa¢ najprostszymi procesami stocha-
stycznymi, stad powiedzenie: ,deterministyczny chaos”.
W sytuacjach gdzie miara (i energia) nie musi by¢ zacho-
wana, istniejq tez obszary przyciagane do trajektorii okre-
sowych, atraktory bardziej skomplikowane niz pojedyncze
trajektorie, repellery itp.

Dynamika populacii

Najprostszym przeksztatceniem, ktore mozna iterowac,
otrzymujac ciekawe zjawiska, jest wielomian kwadratowy
X > ax (1 - x), z dodatnim wspdétczynnikiem a nie wiek-
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szym niz 4. Dynamika takiego przeksztalcenia daje naj-
prostszy model zachowania populacji np. jakiego$ gatun-
ku zwierzat. Jesli x jest mate, to w nastepnych generacjach
ro$nie (o ile wspélczynnik a jest wiekszy niz 1) - liczeb-
no$¢ danego gatunku rosnie. Jesli x jest bliskie 1, to w na-
stepnej generacji jest mate - zbyt gesto zasiedlajace teren
zwierzeta ging. Trajektoria typowego punktu (liczebnosci
populacji) moze w zalezno$ci od a zbliza¢ sie do trajek-
torii (orbity) okresowej lub zachowywac sie chaotycznie.
Wtedy jednak dla prawie wszystkich parametréw a trajek-
toria prawie kazdego punktu x zachowuje si¢ ,tak samo”
- po dtugim czasie caty odcinek [0, 1] (lub pewna skon-
czona liczba jego pododcinkow) jest ,pokryta” trajektoria,
a ,gestos¢” tego pokrycia nie zalezy od x! Ta wlasno$¢ na-
zywa sie ergodycznoscia ,stanu rownowagi”.

Julia i Mandelbrot

W latach 80. zajatem sig iteracjami funkcji przeksztat-
cen holomorficznych na ptaszczyznie. To sg przeksztatce-
nia, ktérych iteracje (poza pewnymi punktami osobliwy-
mi) majq ograniczong dystorsje irozciagaja, implikuja
wiec samopodobienstwo.

Zeby zrozumied iteracje ax (1 - x), nalezy czasem badac
iteracje z > az (1 - z) lub, po odpowiedniej zmianie wspot-
rzednych, z > z? - ¢. Tutaj z jest punktem ptaszczyzny,
traktowanym jako liczba zespolona. A funkcja holomor-
ficzna to po prostu wielomian kwadratowy. Geometrycznie
liczby zespolone dodaje sie tak jak wektory taczace 0 z ty-
mi liczbami, a mnozy sie, mnozac dtugosci tych wekto-
row i ustawiajac powstaty wektor pod katem (przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara) wzgledem dodatniej pétosi
(tzw. argumentem) bedacym suma argumentow tych wek-
torow. Przy dowolnie ustalonej liczbie zespolonej ¢, jesli
punkt z jest dostatecznie daleko od 0, jego trajektoria przy
iterowaniu przeksztalcenia f, ucieka do nieskornczonosci.
Méwimy, Ze z jest w basenie przyciagania nieskonczono-
$ci. Ten basen ma brzeg, nazywany zbiorem Julii od na-
zwiska Gastona Julia, ktéry na poczatku XX w., niezalez-
nie od drugiego odkrywcy Pierre’a Fatou, zdefiniowat go
dla £, i pewnych szerszych klas funkcji.

Zbiér Julii jest ,chaotycznym repellerem”. Prosze
zauwazy¢, ze dla f, zbi6r Julii /(f;) to okrag o Srodku
w 0 i promieniu 1. Dla £, gdy ¢ # 0, ale jest blisko 0, zbiér
Julii jest krzywa zamknigta blisko okregu o promieniu 1,
bedaca jednak fraktalem. Kiedy ¢ oddala sie od 0, przekra-
czajac krzywa zwang kardioida, nastepuja samozlepienia
tej krzywej. Zbior Julii moze przypominac brzeg ,smoka”.
Gdy ¢ opuszcza pewien zhior zwany zbiorem Mandelbrota,
zbior Julii sie rozsypuje.

Dla wielu ¢ zbiér Julii dla f, jest suma obro$nigtych
kolcami w plaszczyZznie odcinkéw z prostej rzeczywi-
stej. Wiekszosc¢ tego ,krzaka” (,jeza”) jest samopodobna,
ale nie ,dokladnie” z uwagi na punkt osobliwy 0 w zbio-
rze Julii. Ja zajmuje sie¢ badaniem witasnosci statystycz-
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nych takich ,niejednostajnie rozciggajacych” przeksztat-
cen f, iogolniej: funkcji wymiernych (ilorazu wielomia-
néw zmiennej zespolonej) oraz doktadniejszym opisem lo-
kalnej geometrii.

Mozna tez iterowaé przeksztalcenie z — ae? gdzie
dla z = (x, y) (punktu ptaszczyzny o wspétrzednych x, y)
e?=e*(cos y+isiny),aito pierwiastek kwadratowy z licz-
by -1. Zbiér Julii przeksztatcenia ae? sktada si¢ z nieskon-
czonej liczby (tzw. zbioru Cantora) poklejonych w kosmy-
ki ,wtosow”. To tzw. bukiet Cantora. B. Karpiniska w zna-
komitym doktoracie napisanym pod moja opiekgq udowod-
nita, ze wymiar geometryczny Hausdorffa zbioru koncéw
tych wlosow jest réwny 2, a paradoksalnie wymiar cate-
go bukietu bez koncow (wymiar sumy tylko ,todyg”) jest
rowny 1. To bukiet o ,bardzo roztrzepanych kwiatach”.

Zespot warszawski wraz z matematykami m.in. z USA,
Wielkiej Brytanii, Francji i Chile prowadzi badania zbio-
row Julii dla ogélnych funkcji analitycznych zespolo-
nych jednej lub wielu zmiennych izwigzanych z dy-
namika fraktali. Cze$¢ badan prowadzona jest w ra-
mach europejskiej sieci Marie Curie Research Training
Network ,Conformal Structures and Dynamics” i progra-
mu Marie Curie Transfer of Knowledge ,Deterministic and
Stochastic Dynamics, Fractals, Turbulence” w IMPAN. W
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