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Model relacyjny — wyniki pomiaru a iloSciowy opis procesu losowego

Stowa kluczowe

Eksploatacja podziemna, fancuch Markowa, pomiary geodezyjne, proces niestacjonarny, przemieszczenia pogor-
nicze, rownanie rézniczkowe, sktadowa deterministyczna, wielko$¢ losowa

Strcszczenie

W pracy przeprowadzono rozwazania dotyczace modclowania prognozy procesu losowego odnicsionc do opisu
przemieszczen punktow zlokalizowanych w obszarze wptywéw cksploatacji podziemncj. Prognoza analizowancgo
procesu niestacjonarnego dotyczy chwili t,,, z restrykcja, Ze znany jest stan procesu do chwili t, (wyn.xi pomiaru) oraz
rozwoj cksploatacji podziemnej gencrujacy dany proces. Wprowadzono zatozenie, zc badany procc§ jest ztozeniem
sktadowcj deterministycznej i wiclko$ci losowcj. Proces przemicszezen pogérniczych rozwazano jako btadzenic przy-
padkowe czastki — tancuch Markowa — prowadzacc do procesu dyfuzji, otrzymujac w cfekcie rownanie r¢ »niczkowe
czastkowe.

Dla cclow utylitarnych okreslono przemieszcezenia pionowe uwzgledniajac kilka horyzontow czasowych wykona-
nia pomiaréw w okresic ksztaltowania sig nicstacjonarnych przemicszczen. Jako$¢ opisu charakteryzowano bigdem
$redniokwadratowym wzgledem wynikow pomiaru dla konkretnej sytuacji gémiczo-geologiczne).

Wprowadzenie

Modelowanie charakterystyk ilosciowych zjawiska deformacji, zwiaszcza przemieszczen punk-
tow gorotworu w obszarze oddziatlywania eksploatacji podziemnej, ma szczegélne znaczenie dla
praktyki gémiczej. Dorobek naukowy dotyczacy problematyki badania deformacji gérotworu jest
pokazny 1 obejmuje rdzne aspekty zagadnienia. Utrwalona w literaturze przedmiotu procedura opisu
ilosciowego sprowadza si¢ z reguly do wyznaczania charakterystycznych wielkosci — tzw. wskaz-
nikéw deformacji. Opracowano szereg teorii lub formut empirycznych w tym zakresie.

* Prof. dr hab. inz., Katedra Ochrony Terenéw Gorniczych AGH, Krakow.

Recenzowal prof. dr hab. inz. |Jerzy Litwiniszyn
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Charakterystyke stanu badah w plaszczyznie typologicznej podaje S. Knothe (1984), wy-
rozniajac nastgpujace kierunki prac:

— opis przemieszczen jako odpowiednio zdefiniowane formuly catkowe,

— modele oparte na teorii mechaniki o$rodka ciaglego,

— losowy charakter procesu przemieszczen — model probabilistyczny.

W niniejszej pracy podjeto probe opisu kinematyki przemieszczen pogoériczych jako pro-
cesu losowego.

1. Motywacja badan

Badania empiryczne wskazuja, ze szereg parametrow charakteryzujacych wiasnosci goro-
tworu zmienia si¢ w sposdb zroéznicowany, czgsto sg to zmiany nieciagle, co istotnie wptywa na
rozktad pola przemieszczen. Uwzglednienie wszystkich czynnikéw wptywajacych na prze-
mieszczenie si¢ punktu gorotworu w opisie deterministycznym jest niemozliwe, z konieczno$ci
wigc przyjmuje si¢ wiele uproszczen. Najczgsciej zaklada sig, ze struktura gorotworu jest izotro-
powa. Gdyby nawet przyjac, ze zjawiskiem deformacji osrodka wymuszonym eksploatacja pod-
ziemna ,,rzadza” $cisle deterministyczne prawa, i tak musielibySmy postugiwac si¢ na etapie
modelowania metodami statystyki matematycznej czy tez fizyki statystyczne;.

Przestrzen deformacji osrodka w stanie nieustalonym sklada si¢ z olbrzymiej liczby czastek
bedacych wzgledem siebie w ruchu. Gdyby$my byli w stanie obserwowac kazda z nich, to i tak
przyktadowo informacja o wzajemnym potozeniu czastki m oraz m+k bylaby raczej bezusyteczna.
Skadinad wiadomo, ze w mechanice klasycznej ruch czastki opisuje sig podajac jej potozenie 1 pred-
kos¢ w dowolnej chwili n. Mozna wigc a priori wyznaczy¢ ruch osrodka na podstawie znajomosci
potozen 1 predkosci wszystkich czastek w danej chwili, jesli potrafimy ustali¢ ich oddziatywania.
Matematycznie ilo§¢ réwnan bylaby tu olbrzymia, zalezna od liczby analizowanych czastek
bedacych w ruchu. Czy rozwiazanie takiej ilo§ci rtéwnan w praktyce jest mozliwe?

Jednoczes$nie warunki poczatkowe dla owych rownan bylyby obarczone bledem pomiaru, co
1stotnie wptywa na ewolucj¢ uktadu. Zaleznos¢ ewolucji uktadu od warunkéw poczatkowych ilus-
truje nastepujacy formalizm. Niech ewolucj¢ uktadu opisuje rownanie rézniczkowe (1.1) (Schwartz
1979-1980).

X’ =f{t,x) (1.1)

Zakladamy, ze:

Q e top (Rx R")— zbidr otwarty,

f:QQ - R" — ciagle pole wektorowe.

Definiujemy przedziat A — R. Rozwiazanie rownania (1.1) okre$lone jest z definicji na prze-
dziale. Z wlasno$ci rozwiazania rownan rozniczkowych (Schwartz 1979-1980) wynika, ze:

def
— X jest rozwigzaniem réwnania (1.1) & Vt e A (t,x(1)) €Q,

— X jest rézniczkowalne w A,
— VteA X'(t)=A1(t,x(t)
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Ponadto, dla rozwiazania (1.1) zadamy dodatkowo, by w punkcie (t, ,x, ) €2 zachodzit wa-
runek, ze x(ty) = x,. Uzupetniajac (1.1) o warunek poczatkowy mozna zapisac:

{x' = (t, x) (1.2)

x(ty )=%,
Niech u(t) bedzie rozwiazaniem (1.2) = u < u:AR jest ciagta z definicji, mamy wigc ,="

Vte Au'(t)-f(t,u(t))= Vt €A J" u'(s)ds =1(s,u(s))ds = Vt e Au(t) =x, +j f(s,u(s))ds (1.3)

ty o

Sprawdzenie warunku poczatkowego dla (1.2):

u(t, )= j f(s,u(s))ds +x, =x,

to

Z reguty analityczne wyznaczenie calki w rozwiazaniu (1.3) przez kwadraturg nie istnieje,
stad tez okre§lamy oszacowanie rozwiazania (Schwartz 1979-1980) lub dowdd istnienia i jed-
noznacznosci.

Z (13) mamy: u(t)=.[x0 +1f(s,u(s))ds 1 jest rozwigzaniem problemu (1.2), tzn.

t

u:(t, =8,t; +3) > R" dlad> Oto:
BZCA,m(tO -d,t, +0), ze VteA viA— R v(t)=u(t)

Z twierdzenia Picarda wynika, ze u i v pokrywaja sig w pewnym otoczeniu:

t* =sup{t; Vs e[t , tJu(s) = v(s)} (1.4)
t™ =inf{t; Vs e[t,t, Ju(s) = v(s)}

Ciagla zaleznos¢ rozwigzania warunkow poczatkowych
Zaktada sie, ze:

Q etopR"”; f:QQ — R" spetnia lokalny warunek Lipschitza
X:[ty,t,] > Qrozwigzanie problemu X' =f(x)

=
Rozwazmy zbiér: F= {x(t):t elt,,t, ]} cQ

Je>0takie, z2e K  Q, gdzie K = {xeQ:d(x,F)<¢}
3L >0, ze f spelnia warunek Lipschitza ze statg L
30<8<¢e, ze: 28X < ¢

U:c K(x,,98)
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Niechy, € Uoraz
y:(a,B) = Qi stanowi rozwiazanie wysycone problemu

x()=x(ty )+ j f(x(s))ds

{x' =f(x) (*%)
x(t, )=y t
y()=y(t, )+ [ fly(s))ds
Niech B’ e(t,,B)
Szacujemy odlegtos¢
x(® -y <[x(to)-y(t, ) €’ S% (13)

Zwiazek (1.5) potwierdza ciagla zalezno$¢ rozwigzania rownania rézniczkowego od wa-
runkéw poczatkowych.

Oprocz zaleznoéci rozwiazania od warunkow poczatkowych (od doktadnosci wyznaczenia
warunkow poczatkowych) na opis ewolucji uktadu wptywaja nieuniknione btedy numeryczne,
a takze doktadno$¢ wyznaczenia oddziatywan migdzyczasteczkowych. Rozwigzanie czysto teo-
retyczne jest tu praktycznie poza zasiggiem zastosowania.

Fizyka statystyczna, ktora obecnie rozwija sig jako ,,procesy stochastyczne”, postuguje sig
modelami proceséw losowych. Dla rozwazanego procesu z reguty mozna wyznaczy¢ rozktady
gestosci interesujacych nas wielkoéci 1 poréwna¢ z wynikami pomiaru. Zgodno$¢ wynikow po-
miaru z wielko$ciami otrzymanymi teoretycznie stanowi o poprawnosci rozktadu prawdopodo-
biefistwa, pozwala rowniez modelowac dany proces. Nalezy tu jednak wyraznie podkresli¢, ze
dla eksperymentu pomiarowego korzystamy ze $rednich wzglgedem czasu. Z tych tez wzgledow
na etapie modelowania procesow fizykalnych interesujace sa gtdwnie rézne wielkosci $rednie
(Howard 1970).

2. Charakterystyka procesu przemieszczen pogérniczych

Opisu zmian okres$lonej wielkoéci osrodka fizycznego najczgsciej dokonuje sig korzystajac
z rownan fizyki matematycznej, przy czym z reguly nie wnika si¢ w wewngtrzng budowg
o$rodka oraz pomija si¢ mechanizmy procesow molekularnych uktadu. W niniejszej pracy struk-
ture modelowania procesu przemieszczen stanowic bedzie tzw. opis zewnetrzny, w ktérym pod-
stawg opisu beda zbiory i relacje tzn.:

— lintowo uporzadkowany zbiér chwil czasu {t, t,, . . ., t,}, dla ktérych znane sa wartosci
charakteryzujace ilosciowo dany proces,

— wyspecyfikowane atrybuty analizowanego procesu i funkcje charakteryzujace proces.

Przedmiotem rozwazan jest wigc modelowanie realnego procesu niestacjonarnego dla chwi-
lit,,; zuwzglednieniem restrykcji, ze znany jest aktualny stan procesu do chwili t, oraz mozna
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przyporzadkowaé okre§lone oddzialywania zewngtrzne. Opis formalny oraz weryfikacja mo-
delu odniesione zostana do wyznaczania prognozy pogérniczych przemieszczen pionowych
wywotanych eksploatacja podziemna. Fizyka zjawiska wykazuje, ze pod wptywem dziatania na-
prezen powstatych w wyniku oddziatywania rob6t podziemnych na goérotwor (otoczenie wyrobi-
ska gérniczego) w przestrzeni o$rodka powstaja obszary przemieszczania si¢ masy w kierunku
zaistniatej pustki poeksploatacyjnej (Knothe 1984; Litwiniszyn 1956; Piwowarski 1999; Smo-
larski 1966). Modelowanie nieustalonego procesu przemieszczen stanowito przedmiot analiz
wielu prac — (przyktadowo Knothe 1953; Piwowarski 1999). W sensie utylitarnym prognozo-
wanie kinematyki przemieszczen pogorniczych osrodka jest szczegolnie istotnym zagadnieniem
ze wzgledu na niekorzystny wptyw deformacjii goérotworu na infrastruktur¢ powierzchni
1 obiekty podziemne Jest to wazki pod wzgledem utylitarnym problem. Réwnania procesow lo-
sowych dla opisu asymptotycznego stanu deformacji gorotworu przedstawit J. Litwiniszyn
(1956), problem ten rozwijali rowniez inni badacze (Smolarski 1966). Natomiast w zakresie mo-
delowania stanéw niestacjonarnych brak w literaturze pelniejszych sformulowan — stad tez
podjgto probe opisu procesu stochastycznego.

Trajektorie obnizania si¢ punktu nr4

50,0 3 N - LI et TR S S S e S S ) R i s
0,0

-50,0

-100,0

-150,0 \

-200,0

-250,0 ; e A S

1—0— Obniz.okr. H-H(i-1) [mm] —@—— Obniz. catkow ite H—Ho[rrm]]

Rys. 1. Wykres przemicszczen pogémiczych W(x, t;) [mm]; punkt nr 4

Fig. 1. Description of post-mining dislocations W(x, t;) [mm]; point # 4

Metody probabilistyczne umozliwiaja potraktowanie procesu zaburzonego oddziatywaniami
losowymi jako zjawiska masowego w catym przedziale czasu jego trwania. W niniejszej pracy
skorzystano z wynikéw pomiaru oraz ze spostrzezenia J. Litwiniszyna® (1956), ze gérotwor
w obszarze wplywdw eksploatacji jest silnie niejednorodny. Litwiniszym w swoich rozwaza-

* Pomiary obnizen punktu powicrzchni wykonane w technologii GPS — trajcktorig obnizania si¢ punktu nr 4 ilus-
truje rysunck | — przeprowadzono w Zaktadzic Geodezji Gérniczej AGH.



80

niach zatozyt, Ze ruch punktu fizycznego gérotworu jest wynikiem oddziatywania wielu wzaje-
mnie niezaleznych czynnikow losowych, w rezultacie zjawisko przemieszczen punktow osrodka
potraktowat jako proces losowy.

Jak juz zaznaczono, struktura warstw gorotworu usytuowanych bezposrednio nad eksploa-
towanym pokladem stanowi najczgsciej ,,zbior” elementéw skalnych powstaly ze zniszczenia
makrociaglo$ci osrodka. Podczas ruchu sasiadujace ze sobg elementy przemieszczaja sig loso-
wo, poniewaz brak niezmienno$ci punktow styku. Model stochastyczny wydaje sig dobrym
przyblizeniem opisu przemieszczen gorotworu w obszarze wplywow eksploatacji podziemne;.
Stad tez podjgcie tej problematyki.

Charakterystyki pogérniczych przemieszczen pionowych punktéw obserwacyjnych sta-
nowia empiryczne potwierdzenie, ze przemieszczenia pogornicze sa ztozeniem wielkosci de-
terministyczne;j i skladnika losowego. Pojawia sig tu problem, ze wyspecyfikowana wielkos§é
losowa (wilasciwie wyniki pomiaru) obciazone sg przypadkowym, lecz nieuniknionym biedem
pomiaru, przy czym nie znamy rozkladu zaistniatego bledu. W pracy przyjeto, ze dla prze-
mieszczen pionowych btad sredni pomiaru obnizen w technologii GPS wynosi m., = +6 mm.
Najbardziej elementarna filtracja blgdu (wstgga wahan) potwierdza pewien dotychczas nie
uwzgledniany fakt, ze trajektorie pogdrniczych ruchow punktéw wykazuja wahania.

Dalsza czg$¢ pracy dotyczy¢ bgdzie modelowania analizowanego procesu na bazie modelu
probabilistycznego.

3. Proces Markowa jako model bladzenia czastki

3.1. Btadzenie przypadkowe

Przeliczalny ciag wielkosci & mozemy modelowac tzw. tancuchami Markowa (Dawidowicz;
Howard 1970; Papoulis 1972; Rosenblatt 1967).

Z definicji ciag zmiennych losowych {;};.n 0 wartosciach w ustalonym zbiorze I = N na-
zywamy tancuchem Markowa, jezeli spelnione sg nastepujace wiasnosci:

Y oenVien Vi, i.ia ZaChodzi warunek (a)

iy ... iy €

P, =1,

Eot =855 &0 =1, ) =P(E, =1,

P(&; )— prawdopodobienstwo

én—l =i|) 3.1)

Bladzenie przypadkowe wzdluz pélprostej catkowitoliczbowej

Rys. 2. Schemat losowego przemieszczania sig punktu

Fig. 2. Diagram of random dislocations point
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Prawdopodobienstwo btadzenia czastki:

P, =1),.. é =1, )=P(E; =155, Sl e--§=1)) - (3.2)
P(én— T E.m-z =in—27"~v§| =i|) ) P(él _11)—
=P, =1,|§,, =1,,) - . P(E, :il‘él =1,) - P(§ =1)

Oznaczajac, ze:
pr“) - P(gn "gn - 1) (33)
wowczas macierz (3.4)

[P@ ijel (3.4)
neN

Yy

jest macierza stochastyczna dla przejscia ze stanu poczatkowego do koncowego w n-krokach.
Jezeli

py 20 i X pP =1 (b)

jel
warunek (b) jest zdaniem pewnym, co wynika z (3.5).

Zp("’ Y (&, = e, =0 =p, €lE,, =i)=1 (3.5)

jel
Jezeli prawdopodobienstwo przejscia uktadu z jednego stanu do drugiego nie zalezy od n,
to taki cigg zmiennych losowych okresla sig jako tancuch Markowa jednorodny. Wyr6zni¢ mo-
zna nastgpujace stany uktadu:
Stan nieistotny E;:
JE; Adn, >0,zep;(n,)>0 V., 20; p;m=0 (3.6)
Stan istotny E;:
Vipy(m>0=3 :p;(m)>0 3.7

Stany E; A E; komunikuja sig (dowolne przejscie) jezeli:

Fpn >0:p;(m)>0 1 py(m)>0 (3.8)
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Prawdopodobienstwo powrotu do stanu pierwotnego
Niech fj(n) zadane bedzie nastgpujaco:

f,@)=P(&, =j,&juj- §juilG0 =) (3.9
S <l

Stan procesu nazywamy powracajacym (Dawidowicz 1998), jezeli:

5 _ (3.10)
Zr f (n)=1
Stan procesu okreslamy jako niepowracajacy (Dawidowicz 1998), jezeli:

ifj(n)<1 (3.11)

Kryteria (3.10) 1 (3.11) zapisane zostang przez macierz przejscia:

P; (“)=if,- (k)p;(n-k) (3.12)
k=1

Niech:

F(x)=ifj ()« (3.13)

P,()=Yp, (@) x"

n=0

©

P0=Yp,mx =3 Y f -k p; -k x"* +1=
n=0 n=1 k=l
=143 3F () x* p, (n—k) x™* =

o«
k=l n

=1+ f (k)-x* -

0
k=1 n=k

(3.14)

p;(n—k)-x"" =1+P; (x)-F, (x)

o«

P;(x)=1+P; (x)-F; (x) (3.15)
1 Po-1

; Fj (x)= =1-
1-F, (x) P; (x) Py (x)

P, (x)=
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Jezeli Fj(1) < 1 stan niepowracajacy (3.16)

Z p; (n)=co stan powracajacy (3.17)

n=1

3.2. Btadzenie przypadkowe jako proces dyfuzji
Niech u fj“’ (x) oznacza, ze czastka w n-tym kroku zajmie na prostej potozenie x. Przyjmujac,
ze:
i — liczba przej$¢ (krok6w) na lewo od punktu startowego (zerowego),
j — liczba przej$¢ na prawo od punktu startowego: j = n—1.
Stad taczne przemieszczenie czastki x wynosi:

x=j-1i=n-2i (3.18)

Zatem:

UE;)(X)Z(H J (mx)/2 (n-x)/2 (319)

(n+x)/2

Zalezno$¢ (3.19) (Dawidowicz 1999) spetnia rowniez rownanie roznicowe:

ul™ () =p-u® x-1)+q-ul (x+1) (3.20)

z warunkami brzegowymi:
u@0=1 u@x)=0 dla x#0 (3.21)

Przyjmujac, ze:

Ax — dlugos¢ kazdego kroku,

At — czas pomigdzy kolejnymi przejsciami.

Wowczas czastka w czasie t dozna n = t/At przejs$¢, zas przemieszczenie wyznaczaja powyz-
sze zaleznosci. Przemieszczenia 1 czas podczas bladzenia musza by¢ zwigzane ze soba w odpo-
wiedni sposdb, tak by w granicy proces nie ulegt degeneracji (wariancje zmierzatyby do 0
lub o). Z zalozen wynika, ze w czasie t przemieszczenie jest sumg okoto t/At wzajemnie niezale-
znych zmiennych losowych o wartosci oczekiwanej: (p — q)At 1 wariancji:

[1-(p~-q))(Ax)* = 4pq(Ax)*.

Warto$¢ oczekiwana tacznego przemieszczenia wynosié bedzie:

E(x) ~ t(p—q).% (3.22)
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Wariancja facznego przemieszczenia wyraza sie zaleznos$cia:
107 (x) = 4pq(Ax)* / At (3.23)

Zmierzajac do zera z Ax i At, E(x) i 1/ musza by¢ skonczone dla wszystkich t. Skonczonosé
warto$ci oczekiwanej wymaga, by:

(p-q) ~At (3.24)

Skonczono$¢ wariancji implikuje uwarunkowanie:

(Ax)* / At ~ ograniczone (3.25)
Przyjmujac, ze:
2
P ory pelesw gel B o (3.26)
At 2 2D 2 2D

dla ustalonego Ax i catkowitego przemieszczenia czastki biadzacej jego warto$¢ oczekiwana
wyraza sig zaleznoscia:

E(x)=t(p—q)-Ax/ At (3.27)
Uwzgledniajac (3.26) otrzymamy:
E(x)=2c -t (3.28)
Wariancja sumy skonczonej ilo$ci niezaleznych przemieszczen czastki wynosi:
2% (x) = 4pqt(Ax)’ / At (3.29)
Po uwzglednieniu (3.26) mamy:
0% (x)=2Dt (3.30)
Réwnanie réznicowe (3.20) dla chwili T =t + At mozna przedstawi¢ w postaci:
u(x,t + At) =p-u(x—Ax,t)+q - u(x+ Ax, t) 3.3D

Rozwijajac w szereg Taylora powyzsza zalezno$¢ do wyrazow drugiego rzedu wiacznie
otrzymujemy:
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) _ o B (A% 'u(xy) (3.32)

At.
ot ox 2 ox’

Korzystajac z poprzednich podstawien, w granicy rownanie przyjmie postac:

ou(x,t) - 9. ou(x,t) +D- o7 u(x,1) ’
ot ou ox’
u(x,t)=0 Vx, (3.33)

u(x,t)=0 dla xedQ (na brzegu)
j u(x; hdx = A- At)

Qn()

gdzie:
A — objetos¢ pustki poeksploatacyjnej,
A(t) — parametr ttumienia dyfundujacej pustki.

Jest to réwnanie Fokkera—Plancka dla dyfuz;ji.

Réwnanie dyfuzji przystosowano do rozwiazania numerycznego (Biatas, Olajossy 1987) —
schemat jawny piecipunktowy. Wprawdzie procedura rozwiazania rownania rézniczkowego jest
tu typowa, pojawiaja si¢ jednak dodatkowe problemy, poniewaz obszar catkowania w kolejnych
chwilach powigksza sig — ze wzglgdu na rozwdj pola eksploatacji i zwigkszanie si¢ przestrzeni
deformacji.

3.3. Proba adaptacji rownania dyfuzji do opisu przemieszczen
pogorniczych

Modelowanie dotyczy rozktadu przemieszczen pionowych pod wplywem eksploatacji po-
ktadu 207.

H, =520 m;

g, =2.2m;

Veksp, =25 m/dobe; zawat.

Struktura ewolucjnego zagadnienia w postaci (3.33) powoduje, Ze nie istnieja efektywne me-
tody wyznaczania rozwiazania u(x,t). Wybrane przyktady testowania rozwiazania problemu
(3.33) obejmuja stosunkowo prosty schemat pola gérniczego (z grubsza prostokat) — co istotnie
upraszcza pokrycie hipotetycznego obszaru Q siatka ,,komoérek™ 1 zastosowanie schematu rézni-
cowego numerycznego catkowania rownania.

Wyniki modelowania dotycza pomiaru obnizen odpowiednio podczas sesji pomiarowej nr
11 oraz nr 12. Szkic rozwoju eksploatacji podziemnej zgodnie z data pomiaru nr 11 przedstawio-
no na rysunku 3, a dla pomiaru nr 12 schemat pola gérniczego zamieszczono na rysunku 5.

Jak juz zaznaczono, catkowanie réwnania (3.33) prowadzi si¢ w obszarze Q: = Q(x,t). Ob-
szar ten symulowano (rozszerzajac Q(.,t) poza obrys pola eksploatacji) tak, by uzyskac jakos-
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Rys. 3. Schemat rozwoju pola gérniczego — wedtug daty pomiaru nrl |
Fig. 3. Underground cxploitation development scheme at measurement # 11
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TABELA 1
Wyniki pomiaru i modelowania obnizef punktéw powicrzchni W(x; t;)
TABLE 1
The results of survey and modelling of the subsidences of surface points W(x; t;)
Pomiar nr 11 Pomiar nr 12
p:l(rm Wiom Winaa* Odchylenic W [mm)] Wiod* Odchylenic
[mm] [mm] R=Wom = Wi [mm] R =Wpum = Winog
10 -19 -6 -13 -16 -5 -11
1 -22 -7 -15 -17 i -10
12 -24 -10 -14 -17 -10 -7
13 -38 -16 -22 -30 -16 -14
14 -39 -22 -17 —40 -22 -18
15 —40 -30 -10 -37 -30 -7
16 46 -39 -7 —40 -38 -2
17 -54 48 -6 -50 —48 49
18 -73 -57 -16 -68 =57 -11
19 -84 -80 -4 -80 -79 -1
20 -98 104 4 -96 -104 8
21 -121 -123 2 -116 -124 5
22 -147 -145 -2 -146 -148 2
23 -167 -176 9 -166 -176 10
24 -202 -199 -3 -203 -199 -4
25 -238 -236 -2 -238 -236 -2
26 -276 -280 4 -281 -279 =3
27 -301 =315 14 -309 318 9
28 -348 -349 1 -358 -351 -
29 -371 -389 18 -384 -390 6
30 415 412 -3 -430 -408 -22
31 432 441 9 -454 -448 -6
32 —463 -468 5 —489 472 -17
33 —493 491 -2 -530 =514 -16
34 -529 -521 -8 -578 -543 -35
35 -538 -560 22 -595 =572 =25
36 -545 -570 25 -619 -591 28
37 -564 -587 23 -652 -624 -28
38 -561 -590 29 -662 -670 8
39 -563 -594 3l -676 -699 23
40 -550 -584 34 679 -712 33
41 -549 -572 23 -705 -731 26
42 -525 555 30 -708 -739 31
43 =515 =541 26 -730 -756 26
44 487 -529 42 =125 -767 42
45 -466 -507 41 -728 =771 43
46 -431 —485 54 -701 -753 52
47 -389 447 58 -660 -729 69
Biad $redni mw mw = 22,7 mw = 23,9

* Pomiary geodczyjne wykonali pracownicy i dyplomanci Katedry Ochrony Terenéw Gomiczych AGH.
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ciowo zgodno$¢ w sensie fizykalnym oraz optymalne przyblizenie iloSciowe do wynikow
pomiaru przemieszczen pionowych punktdéw linii obserwacyjne;.

Podsumowanie

Wyniki pomiarow geodezyjnych ksztalttowania si¢ powierzchniowych niecek obnizenio-
wych w rejonach wplywow eksploatacji podziemnej wskazuja, ze rozktad obnizen wzdtuz linii
obserwacyjnych wykazuje asymetrie. Profil niecki w otoczeniu ,,state)” krawedzi pola gornicze-
go wykazuje dtuzszy zasigg w kierunku calizny niz w otoczeniu krawgdzi ,,ruchome;j” pola, i to
zarowno dla stanu asymptotycznego, jak i dla stanu niestacjonarnego. Réwniez pochylenie pro-
filu niecki (modut) jest wigksze od strony krawedzi state;.

Trajektorie obnizania si¢ punktow obserwacyjnych wyznaczone na podstawie cyklicznych
pomiaréw wykazuja wahania dotyczace zarbwno sumarycznych wartosci obnizen W(t;), jak i przy-
rostow (AW(t,)) dla kazdego z obserwowanych punktow. Nieregulamo$¢ wyznaczonej empiry-
cznie trajektorii (pomiar) wynika z nalozenia si¢ blgdu pomiarowego oraz losowosci procesu.

Stosowane teorie opisu asymptotyki procesu oraz modelowania niestacjonarnych charakte-
rystyk przemieszczen pogorniczych z natury nie uwzgledniajg asymetrii profilu niecki 1 wahan
trajektorii.

W pracy przedstawiono rozwazania dotyczace zbudowania modelu probabilistycznego od-
nosnie do opisu obnizen. Przeprowadzona analiza nieustalonego procesu przemieszczen pogor-
niczych wskazuje, ze formalnie mozna przyjaé, ze jest to dyfuzyjny proces stochastyczny.
Korzystajac tu z odpowiednich sformutowan dla proceséw dyfuzyjnych podano réwnania po-
zwalajgce opisaé¢ sformutowany problem.

W zakresie aplikacji wyznaczono rozkiad przemieszczen pionowych W R! x R', jest to roz-
wigzanie sprowadzone do prostego schematu — co wynika gtownie ze ztozono$ci merytory-
cznej problemu. Zagadnienie modelowania proceséw losowych jest bardzo trudne, wymagajace
wielu analiz 1 nawet w ograniczonym zakresie moze stanowic¢ przedmiot rozwazan dla odrebne-
go projektu badawczego. Niemniej, w ramach niniejszej pracy zanalizowano pewien zakres
problemoéw teoretycznych z dziedziny procesow stochastycznych. Nalezy zaznaczyé, ze silny
rozwdj warstwy formalnej problemu (matematycznej) znacznie wyprzedza zastosowania inzy-
nierskie.

Podjeta w ramach badan wiasnych proba zbudowania modelu stochastycznego do opisu pro-
cesu przemieszczen pogorniczych stanowi oryginalne czastkowe rozwiazanie problemu.
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PIWOWARSKI WIESLAW

RELATIONAL MODEL — SURVEY RESULTS AS RELATED TO QUANTITATIVE DESCRIPTION OF RANDOM PROCESS
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Underground working, chain Markov, surveys, nonstationary process, post-mining dislocations, differentials equa-
tions, determinate componens, random quantity

Abstract

The paper presents a relational model of random process prognosis related to the description of ground points dis-
locations within the arca of underground exploitation influence. The prognosis of the analysed nonstationary process re-
fers to thc moment t,,; with the restriction, that both the process state until moment t, (survey results) as well as
underground exploitation development gencrating given process are known. Moreover, an assumption has been introd-
uced, that the investigated process is a composition of deterministic component and of random quantity. The process of
post-mining dislocations has been analysed as random walk of rockmass particle — Markov chain — leading to diffu-
sion process. In result partial differential cquation has been obtained.

What has been carricd out for utilitarian purposes is the optimization of presented model with regard to several
temporal horizons of surveying within the period of nonstationary dislocations formation. The quality of the description
has been characterised by mean squarc crror in relation to dislocations survey results the actual mining — geological si-
tuation



