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Budowa i weryfikacja modelu ekonometrycznego
dla okreslenia liniowej zaleznosci
pomiedzy kosztami pozyskania wegla a wielkoscia wydobycia

Wprowadzenie

Poszukiwanie liniowej zalezno$ci migdzy kosztami a wielko$cia wydobycia stuzy miedzy
innymi okre§leniu jak zachowaja si¢ te koszty przy zmianie skali produkcji. Znalezienie
modelu ekonometrycznego opisujacego tg zaleznos$¢ pozwala wnioskowa¢ o podziale kosztow
na koszty state (niezalezne od wielko$ci wydobycia) i koszty zmienne (zalezne od wielkosci
wydobycia) (Badania... 2006). W artykule przedstawiono i opisano schemat budowy oraz
weryfikacji takiego modelu, ktory zostat zastosowany do analizy kosztow pozyskania wegla
kamiennego. Schemat opracowano w oparciu o literaturg tematu, uwzgledniajac jednoczes-
nie specyfike wykorzystanych narzedzi wspomagajacych proces modelowania — Program
Statistica v. 6.0. Zastosowanie tego programu wspomaga proces weryfikacji modelu, gdyz
program sam wyznacza szereg statystyk powalajacych na ominiecie procesu ich obliczania.

Przedstawiony schemat wsparto przyktadem dotyczacym kosztéw wynagrodzen w jedne;j
z kopaln wegla kamiennego.

1. Specyfikacja problemu
Liniowe modele ekonometryczne sprowadzaja si¢ do poszukiwania na podstawie danych

ex post zaleznoSci pomigdzy wielkodcia ktéra chcemy objasni¢ a wielkoéciami ktére jg
ksztattuja w postaci rownania o ogodlnej postaci:
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y=ag+ax;+a,x; +...+a,x, +€ 0))
gdzie:
y — zmienna objasniana,
X1, X2y woey Xp — zmienne objasniajace,
ay, aj, az, ..., ay — poszukiwane parametry modelu,
€ — skiadnik losowy,
N — liczba zmiennych objasniajacych.

Skupiajac sie na przypadku analizy kosztow ponoszonych w kopalni mozna poszukiwaé
zalezno$ci danego rodzaju kosztu (materiatow, wynagrodzen itp.) od wielko$ci wydobycia
oraz innych wielko$ci, na przykiad czasu czy tez parametrow technicznych. Model tym
lepiej odzwierciedla rzeczywistos¢, im wigcej zmiennych ,,istotnie” wptywajacych na wyso-
ko$¢ kosztu jest uwzglednionych w roéwnaniu.

Korzystajac z danych ex post dotyczacych kosztow w okreslonym czasie oraz zestawu
danych, ktére — jak podejrzewamy — mogg mie¢ wplyw na poziom tych kosztéw mozna,
postugujac sie metodami ekonometrycznymi, przybliza¢ zaleznoéci migdzy nimi funkcja
okre$lona rownaniem (1). Jedna z najpopularniejszych metod powalajacych na dopasowanie
najkorzystniejszej funkcji wiazacej te wielkosci jest metoda najmniejszych kwadratow.

Je$li w analizowanym modelu ograniczymy ilo§¢ zmiennych objasniajacych do jednej, to
w przypadku poszukiwania zalezno$ci migdzy kosztem a wielko$cia produkcji (w kopalni —
wielko$cig wydobycia) mamy do czynienia z klasyczna funkcja kosztow. Takie ograniczenie
z jednej strony powoduje, Ze je$li inne wielkosci niz wydobycie maja istotny wplyw na
wysoko$¢ kosztu, to nie udaje si¢ dopasowac wystarczajaco doktadnej linii regresji, z drugiej
strony, jesli juz taki model wystarczajaco dobrze przybliza badane wielkosci, to znaleziona
zalezno$¢ moze postuzy¢ na przyklad do ustalenia udziatu kosztéw statych i zmiennych
w badanym koszcie, co bylo jednym z celoéw tej pracy.

Dla zbioru danych statystycznych skiadajacego sig z elementow (W;, K;), gdzie i jest
numerem zbioru o liczebnosci n, mozna dobraé najlepiej dopasowang linig regresji ksztal-
towania si¢ kosztow K od wydobycia W w postaci rownania:

K=aW+b+e 2)
gdzie:
K — zmienna objasniana (koszt),
w — zmienna objasniajaca (wydobycie),
a, b — nieznane parametry strukturalne modelu,
€ — sktadnik losowy.

Przy zatozeniu, ze skiadnik losowy jest bliski zeru, mozna wyznaczy¢ liniowa zalezno$c¢
kosztu od wielkosci wydobycia, w ktérym parametry strukturalne modelu a i b wyznacza sig
z rownan (Zajac 1996):



29

. — = (3)
YW -W)K;-K)
-
5 38
INCASD
i=1
b=K-W-a (4)
gdzie:
n — liczebnos¢ zbioru danych,
i =1, .., n — oznaczenie elementu zbioru danych,
4 — wielko$¢ wydobycia w i-fym elemencie zbioru danych,
K; — koszt catkowity w i-fym elemencie zbioru danych,
n
S
W =izl — $rednia wielko$¢ wydobycia dla n elementow zbioru danych,
n
n
2K
K == — $redni koszt catkowity dla n elementéw zbioru danych.
n

Jesli uzyskane rownanie w sposob wystarczajaco dobry opisuje badany zbior danych to
oznacza, ze opisano zalezno$¢ kosztu od wielkosci wydobycia za pomocg funkcji liniowe;j,
w ktorej: a jest jednostkowym kosztem zmiennym (k;;), b za$ jest catkowitym kosztem
statym (K;) (Czopek 2003):

K=k, W+K, (5)

Ilustracjg tego rownania przedstawiono na rysunku 1, gdzie:

(6)

k- —tga—&
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Po wyznaczeniu i weryfikacji modelu liniowego $redni procentowy udziat kosztow
zmiennych (K, [%])dla badanej serii danych kosztowych wyznacza sie jako:

Kz(%)=—2L_.100%

jZ-W+Ks

(7
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K K=K +K;

i

Rys.1. Prostoliniowa funkcja kosztu

Fig. 1. Linear function of cost

2. Procedura wyznaczania i weryfikacji modelu ekonometrycznego

Program Statistica jest narzgdziem wspomagajacym proces budowy modelu ekono-
metrycznego. Dla serii dwoch danych wyznacza regresje liniowa, ktorej przyktadowe wyniki
przedstawiono na rysunku 2.

W przedstawionym przyktadzie program Statistica wyznacza nastgpujace wielkosci:

n — liczba przypadkéw = 12,
k - liczba szacowanych parametréw modelu =2,
(n — k) — liczba stopni swobody = 10,
R — korelacja migdzy analizowanymi seriami danych = 0,77675,
R?2 - kwadrat korelacji =0,60334,
R — skorygowany R? = wspotczynnik determinacji = 0,563678,
F — warto$¢ statystyki F-Snedecora = 15,211,
Sey — standardowy btad estymacji = 1971,5,
a — parametr strukturalny modelu (wspotczynnik przy zmiennej) = 43,318,
b — parametr strukturalny modelu (wyraz wolny) = 6138,920,
Sea — standardowa warto$¢ btedu dla wspétczynnika a = 11,107,
Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: Wynagrodzenia (Przyktad 06-06)
R=,77675206 R2=,60334376 Skoryg. R2= ,56367814
F(1,10)=15,211 p<,00296 Btad std. estymacji: 1971,5
BETA Btad st. | B Btad st. t(10) poziom p
N=12 BETA | B
W.wolny 6136,920 2032,873 3,018841 0,012921
Wydobycie | 0,776752 0,199162 43,318 11,107 3,800096 0,002961

Rys. 2. Wynik regresji kosztow wynagrodzen od wydobycia w analizowancj kopalni

Fig. 2. Result of the regression function of salary costs and coal production in the analysed coal mine
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Sah — standardowa warto$¢ btedu dla wspoiczynnika b = 2032,873,
1(10), — warto$¢ statystyki t-Studenta dla wspoétczynnika a = 3,900,
1(10)p — warto$¢ statystyki t-Studenta dla wspoétczynnika b = 3,019,

Te wielko$ci pozwalaja w znacznym stopniu wnioskowaé o poprawnosci wyznaczonego
réwnania regresji. Aby jednak upewni¢ sig, ze wyznaczone réwnanie linowe poprawnie
odzwierciedla badane zjawisko nalezy model wszechstronnie zweryfikowaé zardéwno ze
wzgledu na wyznaczone parametry strukturalne, jak réwniez ze wzgledu na charakter reszt
modelu. Wymaga tego bowiem zastosowana metoda najmniejszych kwadratow, ktérej po-
prawno$¢ warunkujg przyjgte zatozenia (Brzychczy 2007; Ekonometria... 2003) dotyczace:

— braku wspétliniowo$ci zmiennych niezaleznych,

— nielosowosci zmiennych objasniajacych,

— zerowosci sumy sktadnikéw losowych,

— braku autokorelacji reszt migdzy soba oraz ze zmiennymi objasniajgcymi.

Literatura dotyczaca modeli ekonometrycznych (Ekonometria... 1998; Ekonometria
2003; Wefle 2003; Wprowadzenie... 1996; Zemke mat.internetowe) omawia szereg testow
stuzacych weryfikacji modelu. Na tej podstawie opracowany zostal schemat budowy
1 weryfikacji modelu lintowego przedstawiajacego zaleznos¢ kosztu od wielkosci wydobycia
w kopalni wegla kamiennego. Schemat ten przedstawiono w tabeli 1 1 oméwiono ponizej.
W opisie pominigto wyznaczenie statystyk, ktore program Statistica oblicza automatycznie,
skupiajac si¢ tylko na procedurach niezbednych do oceny poprawnosci modelu.

Omowienie poszczegdlnych krokoéw poparto analiza kosztow wynagrodzen w jednej
z kopaln wegla kamiennego w roku 2006. W analogiczny sposéb budowane sa modele
innych kosztow w oparciu o serie danych o roznej liczebnosci.

Ksztattowanie si¢ wielkosci wydobycia w tej kopalni w poszczegdlnych miesigcach
analizowanego okresu oraz miesigczne koszty wynagrodzen przedstawiono na rysunku 3.
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Rys. 3. Ksztaltowanic si¢ wydobycia i wiclkosci wynagrodzen w przyktadowcj kopalni
w poszczegdlnych miesiacach 2006 r.

Fig. 3. Production and salary costs in particular months of 2006 in thc analysed coal minc
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TABELA |

Schemat budowy 1 weryfikacji modelu zaleznosci liniowej migdzy kosztem a wiclkoscia wydobycia

TABLE 1
Diagram of the construction and verification a model of linear dependence of cost as a function of production
Nr kolejny kroku Procedura — opis
Wyznaczenie korelacii pomigdzy wielkoscig objasniang a wielkoscia objasniajaca
CzyR>Ry ?
KROK 1 TAK NIE
STOP Nie ma mozliwosci wyznaczenia
KROK.-2 modelu dla badanej serii dinxch
KROK 2 Estymacja parametréw strukturalnych modeluaib
Badanie istotno$ci wyznaczonych parametréw strukturalnych
Czyaib — istotne?
R TAK NIE
KROK 4 KROK 13
Badanie mozliwosci fizycznej interpretacji modelu
Czya>0ib20?
KRGS TAK NIE
KROK 5 KROK 13
Badanie dopuszczalnosci relacji modelu ze wzgledu na wspétczynnik determinacii
KROK § Czy R 2062
TAK NIE
KROK 6 KROK 13
Badanie dopuszczalnosci relacji modelu ze wzgledu na wspétczynnik zmiennosci V
CzyV<0,12?
SRR TAK NIE
KROK 7 KROK 13
Badanie istotnosci ukladu wspétczynnikow (w oparciu o statystyke F-Snedecora)
CzyF>Fy ?
KROK 7 TAK NIE
KROK 8 KROK 13
Badanie autokorelacji sktadnika losowego (w oparciu o statystyke Durbina-Watsona)
Czy DW>dy?
KRk » TAK NIE
KROK 9 KROK 13
Badanie symetrii sktadnika losowego (dla malej proby liczba przypadkow <30 — rozktad t-Studenta;
dla duzej préoby - rozktad normalny)
KROK 9 Czy t <ty ?
TAK NIE
KROK 10 KROK 13
Badanie losowosci sktadnika losowego (test serii)
Czy K> Ky ?
L TAK NIE
KROK 11 KROK 13
Badanie stacjonarnosci sktadnika losowego (statystyka t-Studenta)
Czyt <ty ?
KROK 11 TAK NIE
KROK 12 KROK 13
Badanie normalnosci reszt
Czy W> Ky 7[lub]Czyp>a ?
BROK 1« TAK NIE
STOP Model jest poprawny KROK 13
Eliminacja danych odstajacych
Czy liczba wyeliminowanych przypadkow przekracza 20% pierwotnej liczby?
KROK 13 TAK NIE
STOP Nie ma mozliwosci wyznaczenia
modelu dla badane] serii danych e
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W ciagu 12 miesiecy kopalnia zanotowata znaczace wahania wielko$ci miesigcznego
wydobycia. Zmieniato si¢ ono w przedziale od 259 tys. Mg (maksymalne miesigczne
wydobycie osiagnigte w listopadzie) do 66,4 tys. Mg (minimalne wydobycie osiagnigte we
wrzesniu).

Wahania miesigcznych kosztéw wynagrodzen w ciagu analizowanych 12 miesigcy byty
réwniez znaczne w przedziale od prawie 21,3 mln zt w grudniu do 8,8 min zt we wrze$niu.

Wynik analizy regresji wykonanej programem Statisitca jest przedstawiony na rysunku 1.

Ponizej oméwiono poszczegdlne kroki budowy weryfikacji modelu. Przyjgto poziom
istotnosci dla przyktadowego modelu a = 0,05.

2.1. Okreslenie korelacji pomigdzy zmiennag objasniajaca
a wielkoscia objasniana
(krok 1)

Krytyczny wspoiczynnik korelacji wyznacza si¢ z rOwnania:

12 (8
Mo —
t“+n-2
gdzie:
t - warto$¢ statystyki odczytana z tablic testu t-Studenta,

przy zadanym poziomie istotnosci o,
n - liczba przypadkow.

W przykladowej analizie mamy 12 przypadkéw (12 danych miesigcznych). Dla za-
tozonego poziomu istotnosci a = 0,05 znajdujemy w tablicach ¢ = 2,228, co oznacza, ze
Ry, = 0,576.

Tymczasem wyznaczony programem Statistica wspotczynnik korelacji pomigdzy wiel-
ko$cig wynagrodzen a wielkos$ciag wydobycia wynosi 0,7767 i jest wyzszy od krytycznego.
Oznacza to, ze mozna poszukiwa¢ rOwnania regresji migdzy tymi wielko$ciami.

2.2. Estymacja parametrow strukturalnych modelu a i b
(krok 2)

Wyznaczony model ma postac:
K=43318- W+ 6 136,920

Model ten w dalszej kolejnosci podlegac bgdzie weryfikacji.
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2.3. Badanie istotno$ci wyznaczonych parametrdéw strukturalnych
(krok 3)

Do badania istotno$ci parametréw strukturalnych modelu stosuje sig test t-Studenta.
Parametr jest istotny jesli obliczona programem warto§¢ statystyki t-Studenta jest wyzsza od
wartosci krytycznej.

Warto$¢ krytyczng odczytujemy z tablic t-Studenta dla zadanego poziomu istotnosci
(o = 0,05) i liczbie stopni swobody (n — k = 10): 3, = 2,228.

Poniewaz:

#(10),=3,019> t, i #(10) = 3,900 > t,,

mozna stwierdzi¢, ze parametry analizowanego modelu sg istotne.

24. Badanie mozliwos$ci fizycznej interpretacji modelu
(krok 4)

Poniewaz analizowany model reprezentuje zalezno$¢ kosztow od wielkosci wydobycia,
powinien zatem spetnia¢ nastgpujace zatozenia:
1) wraz ze wzrostem wydobycia koszt powinien rosna¢ (wspétczynnik a > 0)
2) dla dowolnej wielkosci wydobycia koszt powinien by¢ nieujemny (wspétczynnik b > 0)
Jesli warunki te nie sa spelione model nie odzwierciedla rzeczywistosci i jest nie-
przydatny (niepoprawny).
W analizowanym przykladzie oba wspotczynniki (a i b) sg dodatnie, pozwalaja wiec na
poprawng interpretacj¢ modelu.

2.5. Badanie dopuszczalnosci relacji modelu ze wzglgdu

na wspoiczynnik determinacji R?
(krok 5)

Wspoétczynnik determinacji informuje w jakim procencie zmienno$é wielko$ci obja-
$nianej wyjasniana jest przez model. Wspdtczynnik ten przyjmuje warto$ci z przedziatu
(0,1) i im jest wyzszy, tym model lepiej objasnia badane zjawisko. Zwykle przyjmuje sig
w sposob arbitralny warto$¢ krytyczna tego wspotczynnika. W praktyce czesto uznaje sie,
ze przy minimalnej wartosci R 2 =06 mozemy model uwaza¢ za poprawny. Badajac
zalezno$¢ kosztow od wydobycia w kopalniach wegla kamiennego przyjeto taka warto$é
wspotczynnika determinacji za warto$¢ krytyczna.

W analizowanym przykladzie wyznaczona warto§¢ wspoiczynnika determinacji wynosi
0,5637. Jest zatem zbyt niska, by model uzna¢ za poprawny.

W takim przypadku nalezy przerwaé dalsze testowanie modelu i uznaé go za nie-
poprawny. Mozna poszukiwaé innej zaleznosci dla pelnej serii danych lub sprébowac
wyeliminowa¢ niektore dane miesigczne, ktore zaburzaja przebieg regresji liniowej.
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W wykonywanej przykladowej analizie wykonano krok 13 polegajacy na eliminacji
niektérych danych miesigcznych, w ktorych wielkosci zaksiggowanych kosztow wyna-
grodzen znaczaco r6znita sig¢ od miesigcy sasiednich.

Po wyeliminowaniu 1 danej miesiecznej (wynagrodzefi wyptaconych w grudniu, ktore
obcigzone byly wyplatg pensji barburkowej) otrzymano wynik regresji wykonanej pro-
gramem Statistica przedstawiony na rysunku 4.

Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: Wynagrodzenia (Przyktad 06-06)
R=,80159566 R2= 64255560 Skoryg. R2= 60283956
F(1,9)=16,179 p<,00301 Blad std. estymaciji: 11976

BETA | Biad st. B Btad st. t(9) :poziomp
N=11 BETA B
W. wolny ] 7998,267 1310,058 6,105278 0,000178
Wydobycie |0,801596 0,199283 28,940  7,444:4,022281 0,003008

Rys. 4. Wynik regresji kosztéw wynagrodzen od wydobycia w analizowanej kopalni po wyeliminowaniu
jednego przypadku

Fig. 4. Result of the regression function of salary costs and coal production in the analysed coal mine after
rejection one set of data

Dla tej serii danych powtorzono analizg od poczatku otrzymujac nastgpujace wyniki:
Krok 1: Wspolczynnik korelacji R = 0,80 jest wyzszy od krytycznego.
Krok 2: Wyznaczony model ma posta¢ K = 29,940 - W + 7 998,267.
Krok 3: Warto$¢ krytyczng odczytujemy z tablic t-Studenta dla zadanego poziomu
istotnosci (o = 0,05) i 9 stopni swobody. Wynosi on #, = 2,262,
Poniewaz:

H9).=4,022>1t, i  K9)p=6,105>1¢,

mozna stwierdzi¢, ze parametry analizowanego modelu s3 istotne.

Krok 4: Oba wspdtczynniki (aib) sa dodatnie, pozwalaja wigc na poprawng interpretacje
modelu.

Krok 5: Wspdtczynnik determinacji modelu wynosi 0,603 i jest wyzszy od krytycznego.
Model mozna zatem uzna¢ za poprawny ze wzglgdu na wspoélczynnik determinacji.

2.6. Badanie dopuszczalno$ci relacji modelu ze wzgledu
na wspotczynnik zmienno$ci ¥
(krok 6)

Wspotczynnik zmiennosci wyznacza sie ze wzoru:

S
vV =—2.100%
K
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gdzie:
Sey— standardowy blad estymacji = 1197,6,
K — S$rednia warto§é zmiennej K:
n
$x, (10)
K ==l
n

Wspotczynnik zmiennosci ¥ powinien przyjmowac jak najmniejsze wartoéci. W prak-
tyce przyjmuje sig, Ze model jest poprawny ze wzgledu na wspodlczynnik zmiennosci,
jesli wspdtczynnik ten jest mniejszy od warto$ci przyjetej arbitralnie, zwykle na pozio-
mie 10%.

W analizowanym przykladzie $rednia warto$¢ zmiennej K dla n =11 przypadkéw wy-
nosi 13064, zatem V = 9,2%. Wspoltczynnik ten jest nizszy od wartosci krytycznej, nalezy
wigc uznaé, ze relacja modelu jest wyznaczona poprawnie ze wzgledu na wspétczynnik
zmiennosci.

2.7. Badanie istotno$ci uktadu wspoéiczynnikéow -
w oparciu o statystyke F-Snedecora
(krok 7)

Testem F-Snedocora mozemy stwierdzi¢, czy parametry stojace przy zmiennych obja-
$niajacych sa nieistotne. A parametry te sa istotne jesli wyznaczona warto$¢ F jest wyzsza od
wartosci krytycznej: £ > Fp,.

Warto$¢ krytyczna odczytuje sig z tablic rozkladu F-Snedekora dla danego a, (k — 1)
szacowanych parametrow modelu oraz (n — k) stopni swobody.

A analizowanym przypadku F(1,9) = 16,179, za§ warto§¢ krytyczna statystyki (od-
czytana z tablic) wynosi F, = 3,36.

Uklad wspotczynnikow jest wige istotny.

Krok 7 koficzy analiz¢ parametrow strukturalnych modelu. Kolejne kroki maja za
zadanie weryfikacjg reszt modelu.

2.8. Badanie autokorelacji sktadnika losowego —
w oparciu o statystyke Durbina-Watsona
(krok 8)

Autokorelacja skladnika losowego moze wystapi¢ zwlaszcza w modelach stocha-
stycznych (budowanych w oparciu o szeregi czasowe) na przyktad z powodu op6znienia
wystgpowania zmiennej objasnianej (kosztow) w stosunku do zmiennej obja$niajgcej
(wydobycie).

Empiryczna warto$¢ statystyki Durbina-Watsona wyrazona jest wzorem:
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(11)
W )2

n
Zetz
=1

M=

W

DW =1=2

DW wyznaczana jest przez program Statistica.

Wartos¢ tej statystyki pordwnuje sig¢ z wartosciami krytycznymi statystyki Durbina-
-Watsona odczytywanymi z tablic dla zadanego a, liczby analizowanych przypadkow n oraz
liczby zmiennych niezaleznych w réwnaniu regresji (bez wyrazu wolnego). Tablice te
podaja dwie wielkosci dy oraz dy.

Gdy DW < d; nalezy przyja¢ hipotezg o autokorelacji sktadnika losowego, co oznacza,
ze model jest niepoprawny.

Gdy d; < DW < dy test nie daje odpowiedzi. Nie mozemy odrzuci¢ hipotezy o auto-
korelacji sktadnika losowego, co w praktyce oznacza, ze nalezy modyfikowaé model.

Gdy DW=>dy; brak autokorelacji sktadnika losowego — model jest poprawny.

W analizowanym przyktadzie wyznaczona empirycznie warto$¢ statystyki Durbina-
-Watsona to 1,504.

Z tablic wartosci krytycznych rozktadu Durbina-Watsona odczytujemy dla a = 0,05,
n =111k =1 wartosci krytyczne d; = 0,93 oraz dyy = 1,32.

Poniewaz DW > dy, brak zatem autokorelacji sktadnika losowego.

29. Badanie symetrii sktadnika losowego — dla matej proby
liczba przypadkdéw <30 — rozktad t-Studenta;
dla duzej proby — rozktad normalny

(krok 9)
Podstawg analizy symetrii skiadnika losowego jest warto$¢ empiryczna statystyki ¢
0 postaci:
(12)
gdzie:
n - liczba analizowanych przypadkow (reszt),

nl — liczba reszt dodatnich.
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Reszty sg symetryczne, a wigc model jest poprawny jesli ¢ < ty,.

Warto$¢ krytyczna wyznacza sig dla matej liczby przypadkéw (n = <30) z rozkitadu
t-Studenta, a dla n > 30 z rozktadu normalnego.

W analizowanym przykiadzie reszty modelu zestawiono w tabeli 2.

Po zliczeniu n = 11 oraz nl = 6, a zatem ¢t = 0,289.

Odczytana z tablic rozkfadu t-Studenta warto$¢ krytyczna wynosi 2,262, wigc ¢ < ty,,
wobec czego nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze reszty maja rozkiad symetryczny.
Model jest zatem poprawny.

TABELA 2

Zestawienie reszt analizowanego modelu dla sprawdzenia symetrii i losowosci skiadnika losowego

TABLE 2
List of residual errors of the model for the purposes of checking if they are symmetrical and random

Nr przypadku Reszta Reszty dodatnie Reszty ujemne Nr serii
1 -1 803,65 0 1 1
2 -1 328,03 0 1 1
3 635,91 1 0 2
4 -180,36 0 1 3
5 14,30 1 0 4
6 -569,62 0 1 5
7 1 281,67 1 0 6
8 1 601,42 1 0 6
9 -1178,82 0 1 7

10 335,40 1 0 8
11 1191,78 1 0 8
Razem 6 5 8

2.10. Badanie losowos$ci sktadnika losowego — test serii
(krok 10)

Test serii jest sprawdzianem losowoSci sktadnika losowego. Serig dla zjawiska stocha-
stycznego stanowia podciagi skladajace sig¢ z reszt jednego znaku. Badanie polega na
zliczeniu liczby serii K i poréwnaniu z odczytang z tablic testu serii liczba K, dla para-
metrow rozktadu (nl, n2, o), gdzie nl oznacza liczbg reszt jednego znaku (dodatnich),
n2 liczbe reszt przeciwnego znaku (ujemnych) a o — przyjety poziom istotnosci.

Jezeli K > Kj,, to sktadnik losowy jest losowy i model jest poprawny.
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W tabeli 2 zliczono liczbe serii dla reszt modelu w analizowanym przyktadzie.

Liczba serii K = 8. Liczba reszt dodatnich nl = 6, za$ liczba reszt ujemnych n2 = 5.
Odczytana z tablic testu serii warto$¢ Ky, = 3.

Poniewaz K > Kj,, mozna przyja¢ hipotezg, ze reszty modelu s3 losowe. Model jest
zatem poprawny.

2.11. Badanie stacjonarnosci sktadnika losowego -
statystyka t-Studenta
(krok 11)

Skiadnik losowy jest stacjonarny jesli t <tj,, gdzie:

b a3

3 (e -2)e-D) (9

t=1

JZ (e, ~8)* Y. (1-1)°
t=1 t=1

Tet =

Warto$é t, odczytuje sig z tablic t-Studenta o parametrach (a, n — 2).

W analizowanym przykladzie #, — 2,262.

W tabeli 3 zestawiono wielkosci stuzace wyznaczeniu r, ; wedlug wzoru (14).

Po wstawieniu wyliczonych wartosci do wzoru (14) otrzymuje si¢ r,, = 0,5578,
a po zastosowaniu wzoru (13) warto$¢ obliczonej statystyki ¢t = 2,016.

Poniewaz ¢ < t,, sktadnik losowy modelu jest zatem stacjonarny.

2.12. Badanie normalno$ci sktadnika losowego -
test Shapiro-Wilka
(krok 12)

Normalnos¢ sktadnika losowego jest warunkiem poprawnosci zastosowania testow opar-
tych na rozktadzie normalnym, takich jak t-Studenta i Fishera-Snedecora, ktdre zostaty uzyte
we wczesniejszych krokach testowania modelu.

Program Statistica wykonuje (migdzy innymi) test Shapiro-Wilka. Test ten polega na
obliczeniu statystyki dla n reszt ustawionych w kolejnoéci niemalejacej:
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TABE

LA 3

Tabela pomocnicza do wyznaczenia r,, dla zbadania stacjonarnosci sktadnia losowego w analizowanym

przyktadzie

TABLE 3

Auxiliary table for estimation r,, for the purpose of checking if the residual errors are stationary

r
o e e —¢ (-1 (e, —e)t—1) (e, —2)° (t-1)?
I | -1 803,653 -1 803,65 -5,000 9 018,265 3253 164,374 25,000
2 —1 328,034 -1328,03 —4,000 5312,136 1 763 674,474 16,000
3 635912 635,91 -3,000 -1 907,736 404 384,118 9,000
4 ~180,356 -180,35 | 2,000 360,713 32 528,454 4,000
S 14,296 14,29 -1,000 -14,296 204,371 1,000
6 -569,618 -569,61 0,000 0,000 324 464,966 0,000
7 1 281,674 1 281,67 1,000 1281,674 1 642 688,079 1,000
8 1 601,420 1 601,42 2,000 3 202,840 2 564 545813 4,000
9 -1 178,817 -1 178,81 3,000 -3 536,451 1 389 609,670 9.000
10 335,402 335,40 4,000 1 341,609 112 494,660 i 16,000
‘ 11 1 191,775 1191,77 5,000 5 958,875 1 420 327,499 25,000
:i n _ n 5 L n S
Dle-a-0=| 2g-27= | 2u-n’=
| 7=6,00] &=0,000064 =1 P | oo
‘ =21017,629 =1 2908 086,48 i = 110,00
[n/2] % (15)
Z Ay (e(n—i+ 1) —€; )
w L=l
; 2
Y (e, ~2)
t=1
gdzie:
[n/2] czg$¢ catkowita liczby n/2,
an wspotczynniki Shapiro-Wilka, ktére odczytuje sig z tablic

wspotczynnikow Shapiro-Wilka.

Wyznaczona empirycznie warto§¢ W poréwnuje sig wartoscia krytyczng Kj, odczyty-

wana z tablicy testu Shapiro-Wilka dla zadanego poziomu istotnosci a i ilosci analizo-

wanych reszt n.

Jesli W > Kj,, mozemy przyjaé, ze rozklad reszt jest normalny

Y-
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Program Statistica podaje rowniez istotnos¢ rozktadu reszt p. ktory nalezy porownac
z zadanym poziomem istotnoéci dla modelu. Reszty maja rozktad normalny jesli istotnosc
rozktadu tych reszt jest wyzsza od zadanego poziom istotnosci a.

W analizowanym przyktfadzie histogram reszt wyglada jak przedstawiono na rysunku 5.

Histogram: Reszty (Przyktad06-06)
Shapiro-Wilk W = ,95801, p.. = ,74665
— Oczekiwana normalna

Liczba obs
_

-2500 -2000 -1500 -1000 -500

o

500 1000 1500 2000

X <= Granica klasy

Rys. 5. Histogram reszt modelu w analizowanym przyktadzie

Fig. 5. Histogram of the residual error of the model in the analysed cxample

W analizowanym przypadku odczytana z tablic Shapiro-Wilka warto$¢ krytyczna K, =
= 0,850 1 jest nizsza od statystyki wyznaczonej empirycznie. ROwnocze$nie wyznaczona
programem Statistica istotnos¢ rozktadu p = 0,7466 jest znaczaco wyzsza od zatozonego
poziomu istotnos$ci o = 0,05. Oznacza to, ze reszty maja rozktad normalny.

Krok ten konczy weryfikacje modelu ekonometrycznego. Pozytywna odpowiedZ na
wszystkie postawione pytania pozwala na stwierdzenie, ze model wyznaczono poprawnie.
Negatywna odpowiedz na pytanie zadane w dowolnym kroku sugeruje, ze badany model
jest skonstruowany niepoprawnie. Mozna wowczas odstapi¢ od poszukiwania modelu lub
dokona¢ analizy 1 weryfikacji danych do modelu.

2.13. Eliminacja danych odstajacych
(krok 13)

Program Statistica posiada rozbudowane narzgdzie wyrdzniania danych, ktore odbiegaja
od innych. Reszty przedstawiane sa na standaryzowanych wykresach rozrzutu, pozwalajac
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na latwe wyszukanie przypadkow zawierajacych dane odstajace. Takie reszty sugerujg
wystapienie zdarzen zaburzajacych normalna pracg kopalni. Moga to by¢ gwaltowne spadki
wydobycia spowodowane awarig albo nadzwyczajne okoliczno$ci powodujace wzrost kosz-
tu ponad zwykly poziom. Jesli istnieje podejrzenie wystapienia takiego zjawiska, to z serii
analizowanych danych nalezy wyeliminowa¢ te pary danych, ktére sa jego efektem.

Kazda decyzja o eliminacji konkretnego przypadku powinna by¢ poprzedzona me-
rytoryczng oceng przyczyn jego wystapienia. Nalezy rowniez wprowadzi¢ limit liczby
wyeliminowanych przypadkéw, aby nie budowa¢ modelu ,,na sil¢” poprzez pozostawienie
tylko takich danych, ktére wpasowuja si¢ w zatozony model. W przedstawionym sche-
macie budowy modelu ekonometrycznego zatozono, ze maksymalna liczba wyelimino-
wanych przypadkow nie moze przekracza¢ 20% pierwotnej liczby analizowanych serii
danych.

Podsumowanie

Przedstawiona procedura budowy i weryfikacji modelu liniowego pomigdzy wielkos$cia
wydobycia a ponoszonymi kosztami jest procedura uniwersalna majaca zastosowane do
poszukiwania zaleznosci liniowych pomigdzy dowolnymi wielkosciami. Procedura ta za-
wiera zarowno badanie uzyskanych parametréw strukturalnych modelu, jak réwniez badanie
reszt modelu w celu wyeliminowania wnioskowania na podstawie modeli uzyskanych
przez przyjgcie nieprawidlowych zatozen. Dopiero pelna weryfikacja modelu upowaznia
na wnioskowania na jego podstawie.

Dla prowadzonej w tej pracy analizy kosztéw wynagrodzen w funkcji wydobycia w jed-
nej z kopaln wegla kamiennego, po przeprowadzonej pozytywnie weryfikacji, mozna
stwierdzi¢, ze funkcja liniowa opisujaca te zaleznos¢ jest funkcja:

K=129940 - W+ 7 998,267

Oznacza to, ze w roku 2006 koszt staly w tej kopalni wynosit (§rednio miesiecznie)
Ks =7998,267 tys. zl, a jednostkowy koszt zmienny k;, = 29,94 zt/Mg.

Po zastosowaniu réwnania (7) mozna stwierdzi¢, ze udziat kosztow zmiennych w kosz-
tach wynagrodzen w tej kopalni wynidst 38,8%.

Modele ekonometryczne, a w szczegdlnosci wnioski jakie z nich mozna wyciagnaé,
majg szerokie zastosowanie do zarzadzania produkcja (Gawlik 2007a, b; Lucki 1988;
Przybyta 2004).

Wazne jest jednak, by modele te byly budowane poprawnie. Wielu niedo$wiadczonych
badaczy konczy poszukiwanie funkcji regresji w momencie uzyskania wystarczajaco wyso-
kiego wspoétczynnika R2, nie do kofica zdajac sobie sprawe, ze postuzenie sie metoda
najmniejszych kwadratéw bylo nieuzasadnione z powodu niespetnienia podstawowych
zalozen tej metody.
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Opracowany i przedstawiony schemat budowy i weryfikacji modelu liniowego stanowié
moze pomoc w ustaleniu kolejnosci dziatan w dziele tworzenia modelu. Kolejne kroki
ustawione sa bowiem w kolejno$ci od najmniej do najbardziej pracochtonnych.

Przedstawiony tutaj model liniowy z jedna zmienna objas$niajaca jest modelem naj-
prostszym. Jego postac jest przydatna do okreslenia udziatu kosztéw statych i zmiennych
w analizowanym koszcie. Nalezy jednak zdawac sobie sprawe, ze rzeczywiste zaleznosci
migdzy badanymi wielko$ciami nie zawsze sg tak proste. Zalezno$¢ migdzy kosztami
i wydobyciem moze przybiera¢ inng niz liniowa posta¢. Koszty moga zaleze¢ od wigcej niz
jednej zmiennej objasniajacej. Posta¢ analityczna modelu powinna zatem by¢ dostosowana
do celu jakiemu badania modelowe maja stuzy¢.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono i opisano kolejne kroki niezbgdne do budowy modelu ekonometrycznego majacego
za zadanic opisanie zalezno$ci pomigdzy kosztami a wielkoscia produkeji w kopalni wegla kamiennego. Zadanie
sprowadza sig do poszukiwania modelu liniowego z jedna zmienna objasniajaca. Przedstawiono matematyczny
zapis problemu oraz mozliwo$é zastosowania modelu do wyznaczenia udzialu kosztéw zmiennych w ana-
lizowanym koszcie produkcji. Opracowano schemat budowy i weryfikacji takiego modelu w oparciu o literaturg
tematu, uwzgledniajac jednoczesnie specyfike wykorzystanych narzedzi wspomagajacych proces modelowania
Program Statistica v. 6.0. Zastosowanie tego programu wspomaga proces weryfikacji modelu, gdyz program sam
wyznacza szereg statystyk powalajacych na ominigcie procesu ich obliczania.

Do szacowania modelu zastosowano metodg najmniejszych kwadratow. Dlatego szczegdlng uwagg zwrécono
na problem weryfikacji modelu, tak by spelniat on zalozenia lezace u podstaw stosowania tej metody. Za-
proponowano weryfikacje parametréw strukturalnych modelu oraz wszechstronna weryfikacjg reszt. Schemat
petnej weryfikacji modelu skiada si¢ z 13 krokéw. W kazdym z krokéw opisano procedurg niezbgdna dla
zweryfikowania badanej cechy modelu oraz podano warunek jaki musi by¢ spetniony, by mozna bylo przejs¢
do kroku nastgpnego. W przypadku braku pozytywnej weryfikacji w dowolnym z krokéw nalezy albo zmo-
dyfikowac¢ serig danych wejéciowych, albo zrezygnowac z modelu. Podano warunki eliminacji niektorych danych
wejsciowych.

Przedstawiony schemat zilustrowano budujac model zaleznosci kosztéw wynagrodzen od wydobycia dla
jednej z kopalh wegla kamiennego. Model ten zostat zweryfikowany pozytywnie i zostal uzyty do okreslenia
udziatu kosztow zmiennych w kosztach wynagrodzen w tej kopalni.

CONSTRUCTION AND VALIDATION OF ECONOMETRIC MODEL OF LINEAR DEPENDENCE BETWEEN COSTS
AND COAL PRODUCTION LEVEL

Key words

Econometric models, linear model, cost of coal production

Abstract

The paper presents the sequence of steps that are necessary to construct an econometric model aimed to
describe the dependency between cost and production in coal mine. The task is delimited to linear model with one
explanatory variable. The mathematic equation of the problem is given and the possibility of model application for
cvaluation the share of variable costs in analysed costs is shown. The diagram of the process of construction and
validation of the model was worked out basing on a wide bibliography and it takes into account the usage of
Statistica v. 6.0 program. The program facilitates the process of model verification as it estimates a range
of statistics.

The least square method is applied for the model estimation. That is why the special attention is paid to the
validation of the model to assure that the assumptions needed for application of the method are fulfilled.
Verification of the structural parameters of the model is advised as well as multidimensional check out of residual
errors. The scheme of full verification of the model consists of 13 steps. In each step the procedure of validation the
particular feature of the model components is described and the criteria of positive verification are given. Only
the positive result of validation entitles for going to the next step of the process. In case of negative verification at
any step it is necessary to modify the set of input data or reformulate the model. The conditions of rejection
of some input data are given.

The procedure is illustrated with the process of construction and validation of the model where the costs of
salarics are dependent from coal production level in one of coal mines. The model was fully verified and
finally is used for evaluation the share of variable costs in salary costs in the coal mine,



