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Streszczcenie

W artykule zaprczentowano zatozenia teorii gicr. Na przyktadach zdefiniowano rodzaje gicr oraz przedstawiono
metodyke ich rozwiazywania. Praktyczne zastosowanic teorii gicr w gornictwic zaprezentowano na przyktadzic
Rejonu Gtéwnego kopalni rud Cu-Ag Rudna. Uzyskane wyniki skonfrontowano z rezultatami symulacji Monte Carlo.

Wprowadzenie

Nowoczesne zarzadzanie 1 kierowanie przedsigbiorstwami oparte jest na rachunku ekono-
micznym i1 metodach matematycznych. Historia naukowego opracowania metod znajdywania
optymalnych decyzji sigga polowy lat czterdziestych minionego stulecia. Wspolczesnie, po-
dejmujac decyzje dysponujemy rozbudowanym aparatem matematycznym, ktorego celem jest
stworzenie naukowych podstaw optymalizacji decyzji.

Decyzja jest mozliwo$¢ wyboru jednego z alternatywnych sposobdw dziatania. Problemem
jest zdefiniowanie, co rozumiemy pod pojgciem decyzji optymalnej? Czy decyzja optymalna
jest rzeczywiscie najlepsza? Optymalna decyzja nie zawsze musi by¢ najlepsza. Jest mato
prawdopodobne, by udato si¢ zdefiniowa¢ kiedy i jaka decyzja w danej sytuacji jest najlepsza.
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Efektem naszego dzialania ma by¢é osiagniecie jednego lub wiecej celow. Srodki ktérymi
dysponujemy mozna zainwestowa¢ wielorako i od nas samych zalezy jak to uczynimy. Aby
mozna byto podja¢ dobra decyzjg nalezy przyja¢ kryterium oceniajace skutki podjgtej takiej
czy innej decyzji. Kryterium takim moze by¢ maksymalizacja zysku, minimalizacja kosztow
1 wiele innych. Podjgcie decyzji poprzedzone jest wigc wieloetapowa procedura, ktora zostanie
przyblizona w dalszej czgsci tego przegladowego artykutu. ,,Zdrowy rozsadek™ jest potrzebny
do oceny, czy modele matematyczne daja wiarygodne wyniki.

Sa decyzje fatwe 1 trudne, niezagrozone i ryzykowne. Decyzje zaleza od okolicznosci ich
podejmowania. Wyrodznia sig tu warunki:

— pewnosci (zdeterminowane),

— ryzyka,

— niepewnosci,

— konfliktu.

Pewnos$¢ to sytuacja, gdy podjetemu dziataniu (decyzji) odpowiada niezmiennie ten sam
rezultat. Wyobrazmy sobie sytuacj¢ losowania kulki ze zbioru zawierajacego tylko biate kulki.
Wynikiem losowania zawsze bedzie kulka biata. W geologii taka sytuacja moze odpowiadaé
np. poszukiwaniu z16z weglowodoréw w niezwietrzatym masywie skat metamorficznych lub
magmowych. Wynik tej konfrontacji jest z gory oczywisty i bedzie réwnoznaczny z nie-
powodzeniem poszukiwawczym.

Z ryzykiem, czyli mierzalng niepewnoscia (Winpenny 1995) mamy do czynienia, gdy
podjete dziatanie prowadzi do kilku (przynajmniej dwoch) wykluczajacych sie wzajemnie
wynikoéw, z ktorych kazdy ma przypisane prawdopodobienstwo. Obrazuje to sytuacja jedno-
krotnego losowania kulki z puli, w ktdrej jest jednakowa ilo$¢ kulek biatych i czarnych. Mozemy
wylosowac biatq lub czamng z jednakowym prawdopodobienstwem wynoszacym 50%. Na polu
geologii sytuacji tej odpowiada np. rezultat poszukiwania ztoza. Wyniki rzeczowe prac po-
szukiwawczych sa dwa: znalezienie lub nieznalezienie zloza, ale tu prawdopodobienstwo obu
zdarzen nie musi by¢ wcale jednakowe.

Niepewno$¢ ma miejsce wtedy, gdy nie potrafimy przewidzie¢ wynikéw rzeczowych pod-
jetych decyzji oraz okresli¢ ich prawdopodobienistwa (Lucki 1995). Czasami wrgcz mowienie
o prawdopodobienstwie jest pozbawione sensu. Kontynuujac przyktad z kulkami w puli — jes§li
nie znamy koloréw kulek i ich ilosci, nie potrafimy odpowiedzie¢ ani jaka kulke wylosujemy,
ani tym bardziej poda¢ prawdopodobienstwa, ze bgdzie to np. kulka zielona. W realiach
geologicznych niepewno$cia obarczone sa np. wielko$¢ zasobow bilansowych odkrytego ztoza,
jakos¢ kopaliny, warunki geologiczno-gornicze eksploatacji itp.

Warunki konfliktu istnieja, gdy wspolzawodniczymy z My$§lacym Przeciwnikiem. W przy-
padku gier z Naturg ten przypadek nie bedzie miat miejsca. Nie traktujemy Natury jako rywala
i trudno ja podejrzewac o celowg zlosliwo$¢ w stosunku do nas.

Inna klasyfikacja decyzji jest podziat ze wzglgedu na mozliwo$¢ ich realizacji (Eucki 2001).
Wyrdznia sig tutaj:

— decyzje dopuszczalne oraz

— decyzje niedopuszczalne.

Decyzja dopuszczalna to taka, ktora nadaje si¢ do realizacji, natomiast decyzja niedo-
puszczalna jest decyzja niemozliwa do wykonania ze wzgledéw technicznych lub finansowych.
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Dalszy podziat decyzji dopuszczalnych prowadzi do wydzielenia decyzji: optymalnych i nieop-
tymalnych. Decyzja optymalna zapewnia uzyskanie najwiekszego mozliwego efektu stosowanie
do zaangazowanych $rodkéw badz uzyskania oczekiwanego efektu przy najmniejszym moz-
liwym zuzyciu $rodkéw. Decyzja nieoptymalna prowadzi do uzyskania gorszego efektu lub
wigkszego wydatkowania §rodkéw. Lucki (2001) podaje nastgpujace przyklady obrazujace
poszczegblne decyzje:

— decyzja niedopuszczalna: podjgcie dziatalnosci gospodarczej, w ktérej wymagane na-
ktady inwestycyjne przewyzszaja zgromadzone §rodki finansowe,

— decyzja optymalna: wydatkowanie 250 min z! na taka dziatalno$¢ gospodarcza, ktora
zapewnia zysk w wysoko$ci 600 mln z1, gdy wszystkie inne mozliwe lokaty posiadanego
kapitatu (250 mln z}) nie daja takiego efektu finansowego,

— decyzja nieoptymalna: wydatkowanie kwoty 250 min z} na pewna dzialalno$é gos-
podarcza przynoszaca zysk rowny 50 miln zt w sytuacji, gdy jest wiele innych okazji do
lepszego zainwestowania kapitatu.

1. Podstawy teorii gier

Teoria gier to dzial matematyki zajmujacy si¢ badaniem optymalnego zachowania w przy-
padku konfliktu intereséw. Teoria gier wywodzi si¢ z badania gier hazardowych i stad pochodzi
tez jej terminologia. Giéwne zastosowanie znajduje jednak w ekonomii, biologii, wojskowosci
oraz informatyce. Podjgto proby zastosowania teorii gier w innych dziedzinach, takze w gor-
nictwie (np. Potocki, Przybyta 1980; Kowalik 1994, 1997).

Gra w jezyku potocznym jest rodzajem zabawy, ktéra ma cel gltownie rozrywkowy. W na-
szym rozumieniu gra bedzie dowolna sytuacja konfliktowa, a graczem dowolny jej uczestnik.
Uczestnikiem tym moze by¢ inny cztowiek, konkurencyjne przedsigbiorstwo, obca armia czy
Natura. Wszystkich uczestnikoéw gry, poza Natura, mozemy traktowaé w kategorii mys$lacych
oponentéw, podczas gdy Natura bgdzie biernym, cho¢ bardzo wymagajacym graczem. Kazda
strona wybiera pewna strategi¢ postepowania, po czym — zaleznie od strategii wlasnej oraz
innych uczestnikéw — kazdy gracz otrzymuje wyplate w jednostkach uzytecznosci. Zaleznie od
gry, jednostki uzyteczno$ci moga reprezentowaé np.: pieniadze, wzrost szansy na przekazanie
wlasnych genéw czy tez cokolwiek innego, z czysta satysfakcja wlacznie. Wynikowi gry zwykle
przyporzadkowuje sie pewna warto$¢ liczbowa. Teoria gier bada wigc strategie, jakie powinni
wybraé gracze, zeby osiagnaé najlepsze wyniki. Stosuje sig ja w celu wyboru optymalnej decyzji
(rozwiazania) z uwzglednieniem ryzyka, na jakie narazony jest podejmujacy decyzj¢. Wazne
jest prawidtowe okre$lenie poziomu ryzyka. O znaczeniu teorii gier w dziatalno$ci operacyjne;j,
rozwigzywaniu konfliktéw itp., niech §wiadczy fakt, Ze wybitni badacze tej problematyki:
J.F. Nash, J.C. Harsanyi i R. Selten, otrzymali w 1994 roku Nagrode¢ Nobla w dziedzinie
ekonomii.

Gra jest sytuacja konfliktowa. Konflikt interesow zachodzi nie tylko wtedy, gdy interesy
graczy sa catkowicie przeciwstawne, ale takze wtedy, gdy sa one tylko cze$ciowo niezgodne.
W pierwszym przypadku méwimy o grze z tzw. suma zerows, w drugim o grze z suma
niezerowa (Kofler 1963; Owen 1975). Gra moze zachodzi¢ pomigdzy dwoma uczestnikami
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badZ wigksza ich liczba. Wyrdznia si¢ zatem gry dwu- lub n-osobowe. Szczegdlnym przy-
padkiem gier dwuosobowych jest tzw. gra z Natura. Ze wzgledu na przeptyw informacji
pomigdzy graczami, gry dzieli si¢ na kooperatywne (uczestnicy porozumiewaja si¢ ze soba)
1 niekooperatywne (nie porozumiewajq si¢ ze soba). Wérdd niekooperatywnych szczegélna
klase stanowia gry o niekompletnej informacji (uczestnicy nie sa wzajemnie pewni realizo-
wanego przez przeciwnika celu). Istnieja ponadto dalsze rodzaje gier, tj.: gry o nieskoficzonej
liczbie strategii, rekursywne, gry o przezycie, koalicyjne itd.

2. Terminologia gier

Ponizej na przyktadach wyjasniono zasadnicza terminologi¢ gier. Wyobrazmy sobie gre
dwoch graczy oznaczonych I i II. Kazdy z nich ma do dyspozycji dwie strategie: gracz I
dysponuje strategiami o i ap, gracz II natomiast strategiami B; i 8. Macierz wyptat (macierz
uzyteczno$ci lub macierz gry), czyli kwoty otrzymywane przez poszczegdlnych graczy re-
prezentuje tablica prostokatna liczb:

Bi B2 1)
g -1 0
(05) 0 1

Kazdy element tej macierzy oznacza wielko§¢ wyplaty jaka otrzymuje gracz nr I od gracza
nr II, w zalezno$ci od wybranej przez niego (bez wiedzy gracza II) strategii. Element ujemny
wskazuje oczywiscie na to, ze gracz I wyplaca graczowi Il odpowiednia kwote. Dysponujac
macierza gry dla gracza I, mozna bez trudnosci utozy¢ odpowiednia macierz wyptat dla gra-
cza II. Wystarczy tylko w elementach powyzszej macierzy (1) pozamienia¢ znaki na przeciwne.
Otrzymujemy wtedy:

o Oy (2)
By (1 0 ‘
B2 \0 -1

Dodajac do siebie odpowiednie elementy obu macierzy wyplat otrzymamy zawsze zero.
Gry w ktorych suma wyptat dla obu partneréw przy kazdej parze ich strategii wynosi zero
nazywane sa w teorii gier, jak wspomniano, grami zerowymi. Inaczej méwiac liczba of
oznacza jednoczesnie wielko§¢ wygranej gracza I i wielko$¢ przegranej gracza II (Igna-
siak 1996). Ten typ gry jest szczegdlnym przypadkiem gier o stalej sumie wyptat. Tendencje
graczy sa przeciwstawne, kazdy dazy do maksymalizacji wyplaty, podczas gdy przeciwnicy
daza do jej minimalizacji. Sa to tzw. gry kontrowersyjne. Ogélny schemat gry zerowej mozna
zapisaé:
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B B B - B (3)
oy a;p ap 413 ... Gy
o) ay; Gz 4 ... ayy
a3 a3 azxp 4z ... 43y
Ay AGm1 9m2 Ap3 - Ay

Gdy gracz | wybiera strategig a; gracz II za$ Py, wtedy gracz II wyptaca graczowi I
wygrang w wysokosci a; (1 =1, 2,3, ..., m; k=1, 2, 3, ..., n). Kontrowersyjno$¢ gry wynika
z faktu, ze ajp + (—ajp) =0 (G =1, ..., m; k=1, .., n).

Analizujac przyktad (1) stwierdzamy, Ze istniejq Sci$le okreslone (optymalne) strategie gry
obu partneréw. Dla gracza I optymalna strategia jest strategia oy, w ktorej w najgorszym
przypadku, niezaleznie od decyzji gracza Il nic nie straci. Z punktu widzenia gracza Il optymalna
strategia jest strategia 1. Jezeli obaj gracze znaja teori¢ gier, gra zakonczy si¢ bez wygranej
w przecigeiu opfB. Nie zajdzie réwniez zadna zmiana w sposobie gry obu graczy, gdy gra
powtdrzy si¢ wielokrotnie. Wtedy, przy opisanym sposobie gry, gracze beda bez przegranej,
podczas gdy w kazdym innym sposobie (strategii) gry zachodzi ryzyko poniesienia straty. Jest
to niestety do$¢ rzadki przypadek gier, gdzie dobdr strategii jest oczywisty. W wiekszo$ci
przypadkow gry sa znacznie bardziej skomplikowane. Uzyskana w przyktadzie wielko$é ,,0”,
bedaca rozwigzaniem macierzy gry, nazywana jest wartoscia gry (ceng gry). Warto$¢ gry jest
$redniq kwota przypadajaca na partig, ktora wygratby w diugim okresie jeden z graczy, gdyby
obaj stosowali swe najlepsze strategie (Stach-Janas 2001), przy czym obaj sa zainteresowani,
aby nie zmienia¢ swoich decyzji. Warto$¢ gry jest zatem punktem réwnowagi, w ktorej gracz I
realizuje swojg mozliwie najwigksza wygrana przy decyzji o, (dolna wartos¢ gry), podczas gdy
gracz II realizuj¢ swoja najmniejsza stratg¢ podejmujac decyzje B, (géma warto$¢ gry). Punkt
ten nazywany jest niekiedy punktem siodlowym (maxmin-minmax). W sytuacji gdy goérna
warto$§¢ gry rowna si¢ dolnej warto$ci gry moéwimy o grach zamknigtych. W przypadku réznych
gornych 1 dolnych wartosci gry méwimy o grach otwartych (Steinhaus 1958). Gry otwarte nie
posiadaja punktu siodlowego.

Ponizej przedstawiono przyktad rozwigzania gry otwartej. Ponownie wyobrazmy sobie gre
dwoch graczy oznaczonych 1 II. Kazdy z nich ma do dyspozycji dwie strategie. Macierz wypftat
wyglada jak ponizej:

By B2 4
o 01
[¢3) 1 -1
W tej grze trudno jest wskaza¢ optymalne strategie. W trakcie wielokrotnego powtarzania
gry partnerzy sg zmuszeni ciagle zmieniaé strategig, brak jest tu pary stanowiacej punkt

rownowagi. Gracz I wybierze raczej strategie o, gdyZ w najgorszym przypadku nic nie straci,
podczas gdy w strategii oy naraza si¢ na stratg ,,—17. Partner II raczej wybierze strategig f3;.
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Wprawdzie w obu przypadkach jest on narazony na stratg 1, ale przy wyborze strategii B, ma
mozliwo§¢ wygrania 1, podczas gdy w strategii B; mozliwosci tej nie ma. W przypadku
jednokrotnej gry partnerzy postapia prawdopodobnie w ten sposob. Przyjmijmy jednak, ze gra
powtarza si¢ wielokrotnie. Partner II, wyraznie pokrzywdzony, dojdzie do wniosku, ze przy
ustalonym wyborze gracza I (strategia a.|) osiagnie wigcej wybierajac 1. W odpowiedzi na to
gracz | zmieni strategi¢ na oy, zmuszajac ponownie do zmiany decyzji gracza Il na strategig 3;.
Ten sposob péstqpowania mozna prowadzi¢ w nieskonczono$¢, jednakze czgstotliwos¢ pow-
tarzania decyzji przez obu graczy w postgpowaniu optymalnym jest $ci§le okreslona.

Jak pokazano powyzej, gry otwarte nie posiadaja punktu siodtowego, a wigc punktu row-
nowagi. Tym samym nie istnieja oczywiste strategie optymalne. Mozna jedynie wyznaczy¢
strategig gracza I — ktdéra gwarantuje mu zysk wynoszacy przynajmniej ¥ (dolna cena gry)
1 stanowi tzw. strategi¢ maksyminimalng (maksymin), badZ strategig gracza Il — ktora gwa-
rantuje mu strat¢ wynoszaca najwyzej ¥, (gérna cena gry) i nazywana jest strategia mini-
maksymalng (minimaks).

3. Zastosowanie w gornictwie

Wykorzystanie i metodykeg rozwiazania tego typu gier w gornictwie podaje Kowalik (1997).
Postuzmy si¢ przytoczonym przezen przyktadem. Kopalnia ma wykonaé otwér w $cianie
w pewnym miejscu X; (i = 1, ..., 8). Podczas wiercenia mozliwe jest wystapienie niebezpie-
czefistw w postaci: 1 — wyrzutéw gazéw, 2 — wyrzutow skal, 3 — wyptywu kurzawki,
4 — wyptywu wody, 5 — obrywu niezabezpieczonego ociosu lub stropu, 6 — obrywu skat
z calizny, 7— zagrozenie gazowe CO;, 8 — zagrozenie metanowe, 9 — wstrzasy, 10 —tapania.
Niebezpieczenstwa sa oczywiscie strategiami gry Natury. Stosownie do panujacych warunkow
geologiczno-gémiczych i poczynionego rozpoznania, macierz gry (5) zawiera prawdopodo-
bienstwa wystapienia niekorzystnych zjawisk. Im wielko§¢ blizsza 100%, tym ryzyko za-
istnienia niebezpieczenistwa jest mniejsze. Kryterium wyboru optymalnego miejsca wiercenia
otworu bedzie zatem bezpieczenstwo pracujacych gornikow.

Natura
Kopalnia Bi Bz Bz Bs Bs Bs Bz Bs Bo Bio (5)
oy 99 96 100 93 94 92 100 91 93 100
oy 88 100 96 85 91 96 90 100 99 87
o3 95 93 97 94 93 94 98 95 92 96
Oy 100 98 96 97 95 100 98 96 10_(_) 99
os 95 97 8 92 9 99 89 96 100 95
g 91 100 98 92 92 98 90 100 99 92
oy 100 98 100 95 94 94 100 96 95 100

og 87 97 95 96 91 100 95 95 98 99
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Macierz powyzsza rozwigza¢ mozna na kilka sposobow. W ksiazce (Kowalik 1997) za-
prezentowano rozwiazanie w oparciu o zasadg¢ dominacji. Pewne strategie w macierzy okazujg
si¢ lepsze od innych i pozwalaja osiagnaé wyzszy poziom bezpieczefistwa niezaleznie od
strategii przeciwnika. W analizowanym przykladzie strategia o4 jest lepsza od a5, poniewaz
odpowiednie liczby wiersza czwartego macierzy maja zawsze warto$ci wyzsze od wiersza nr 5.
Strategia o4 jest strategia dominujaca w stosunku do zdominowanej strategii as. Zapisujac
zasadg dominacji ogolnie stwierdzamy, Ze strategia oy dominuje nad strategia ay, gdy:

Vw,; ?wyj G=1,..,n) (6)

Analogicznie wyglada zapis dla gracza II (w naszym przypadku Natury). Zasada dominacji
pozwala upraszczaé gry przez eliminacjg tych strategii, ktére nie beda uzywane.

Wracajac do przyktadu stwierdzamy, ze:

— strategia a4 dominuje nad strategia o,

— strategia a4 dominuje nad strategia og,

— strategia a7 dominuje nad strategia oy,

— strategia o7 dominuje nad strategia o,

— strategia o dominuje nad strategia o3.

Z punktu widzenia Natury natomiast:

— strategia B4 dominuje nad strategia B,

— strategia B5 dominuje nad strategia ;.

Po wyeliminowaniu strategii zdominowanych macierz przyjmuje postac:

Natura
Kopalnia Bi Bz Bas Bs Bs B7 Bs Bo (7
oy 100 96 97 95 100 98 96 100
Og 91 98 92 92 98 90 100 99
oq 100 100 95 94 94 100 96 95

W obecnej sytuacji kopalnia nie posiada strategii dominujacych, Natura natomiast dysponuje
nastepujacymi strategiami dominujacymi i zdominowanymi:

— strategia B4 dominuje nad strategiag Po,

— strategia B5 dominuje nad strategiami B3, B4, Be, Bg, Bo,

— strategia B¢ dominuje nad strategia fo,

— strategia 37 dominuje nad strategia 1.

Eliminujac ponownie strategie zdominowane otrzymujemy macierz:

Natura

Kopalnia Bs By 3)
oy 95 98
g 92 90

ar 94 100
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W zredukowanej macierzy stwierdzamy, ze Natura nie posiada strategii dominujacych,
w przypadku kopalni natomiast:

— strategia o4 dominuje nad strategia o,

— strategia a7 dominuje nad strategia o.

Eliminujac drugi wiersz pozostaje macierz:

Natura
Kopalnia Bs By )
oy 95 98
o 94 100

W kolejnym kroku zauwazamy, ze strategia B5 dominuje nad strategig B7. Po eliminacji
strategii 7 macierz ma postaé:

Natura
Kopalnia Bs (10)
oy 95
(0] 94

W ostatnim kroku z kolei strategia a4 dominuje nad strategia a5 i ostatecznie otrzymujemy
macierz bedaca rozwiazaniem gry:

Natura
Kopalnia 5 11
oy (95)

Optymalng decyzja dla kopalni zapewniajaca maksymalne bezpieczenstwo gérnikom bedzie
przyjecie strategii oq4. W tej grze Natura moze nie zastosowac optymalnej dla siebie strategii
(Bs), poniewaz nie zna zasad teorii gier i nie rozumuje tak jak czlowiek. Moze sie zdarzy¢,
ze uzyskamy poziom bezpieczenstwa wynoszacy 100%. Gdyby Natura potrafita rozumowac
kategoriami ludzkimi w oparciu o teori¢ gier, wybralaby niewatpliwie strategig Bs, lecz ,,wy-
bierajac” inng zapewnia kopalni wyzszy poziom bezpieczefistwa.

Omawiane powyzej strategie nazywane sg strategiami czystymi. Oprocz nich wyréznia sie
tzw. strategie mieszane. Strategie mieszane s3 mieszanka strategii czystych taka, Ze strategie
afp, ..., 0Ly, S stosowane z prawdopodobienistwami py, ..., py, przy czym p; 20 (dlai=1, ..., m)

m
oraz Zp,- =1

i=1
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Taka strategig zapisuje si¢ w postaci: (pja, oy, ..., PmOn) (Kowalik 1997). Interpretacja
optymalnych strategii mieszanych moze by¢ udzialowa badz czestoSciowa. W pierwszym
przypadku rozwiazaniem gry jest optymalny podziat np. inwestowanych pienigdzy. W drugim
przypadku okre$lona jest czgstotliwo$¢ stosowania danych strategii w grach powtarzanych
wielokrotnie. W przypadku gier z Naturg stosuje si¢ czgsciej interpretacj¢ udzialows. Sytuacje
gry mieszanej i interpretacje jej wynikow obrazuje ponizszy przykiad.

Gracz 1 (np. inwestor goérniczy) ma mozliwos¢ zainwestowania swego kapitalu w dwa
obiekty zlozowe aj 1 ap. Przychody z inwestycji zaleza od zaistniatych warunkoéw geolo-
giczno-gomiczych eksploatacji B 1 By. Przedstawia je nastgpujaca macierz:

Bi B (12)
op (40 20
o, (15 30]

W tej grze rywalem decydenta jest Natura, ktora moze stworzy¢ warunki B; lub Bs.
Grg te trudno uzna¢ za kontrowersyjna, gdyz cigzko posadzaé Naturg, by stworzyla decy-
dentowi mozliwie najgorsze warunki inwestycji. Natura zachowa si¢ pasywnie, niemniej
decydent chcac inwestowaé swoj kapitat bezpiecznie musi traktowaé Nature jako rywala o ce-
chach kontrowersyjnych. Z macierzy wynika, ze decyzja a jest lepsza anizeli oy. W pierw-
szym przypadku inwestor zyskuje co najmniej 20, podczas gdy w drugim co najmniej 15
jednostek. Zal6zmy dodatkowo, ze podejmujacy decyzj¢ ma prawo (dysponuje wiasnym
kapitatlem) i moze podzieli¢ kapital, angazujac go czgSciowo w inwestycje o i czeSciowo
w inwestycjg oy, uzyskujac przychody proporcjonalne do wkladu w poszczegolne obiekty

ztozowe. Jesli zdecyduje sig podzieli¢ kapital po réwno, to uzyska przychody:

— w przypadku (geologiczno-gorniczych warunkéw eksploatacji) B1: %-40+%-15 =275

— w przypadku (geologiczno-gérniczych warunkéw eksploatacji) Bo: %-20+%-30= 25.
Rodzi sig pytanie, czy ten sposob podziatu kapitatu jest optymalny? Zatézmy, ze decydent
wkiada x-tg czg$¢ swego kapitatu w zloze a1, a pozostala, czyli (1 — x) w zloze a,. Wielko$é ,x”
spetnia nierownos¢ 0 < x < 1.
W warunkach B uzyska przychéd:
40x + 15(1 —x) = 25x + 15,
— w warunkach B, natomiast:

20x + 30(1 —x) = —10x + 30

Zgodnie z teorig gier optymalna warto$¢ x wyliczana jest z poréwnania obydwu roéwnan
(dowdd tego twierdzenia wykracza poza ramy tego artykutu). Otrzymujemy wiec:

25x+15=-10x + 30
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x:_
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W interpretacji udzialowej najmniej ryzykownym sposobem inwestowana kapitatu dla

rozwazanego decydenta jest podzial kapitalu w stosunku % dla ztoza a; 1 % dla ztoza a;.
Otrzyma on wtedy nastgpujace przychody:

— w warunkach B: %-25+15=25,71

— w warunkach B;: %-(—10)+ 30=25,71

czyli w najgorszym przypadku osiagnie on przychod 25,71.
Okreslenie sktadowych optymalnych strategii mieszanych graczy I i Il ujmujg ponizsze
wzory. Przyjmijmy nastgpujaca macierz gry:
Br B2 (13)

a [an ‘112]
Ay \d21 ax»n

Prawdopodobienstwa (czestotliwosci) py 1 py uzycia strategii czystych oy i oy wynosza;

~ w1 —waa| (14)
b1 =
[Wn —W12|+|W2| —W22|
w1 —wia| (15)
J4

_|W1| —W12|+|W2| —W22|

Prawdopodobienistwa (czestotliwosci) g; 1 gp uzycia strategii czystych By i B, mozna
wyliczyé ze wzorow:

i = Wiz —wa| (16)
| =
|WH —W21|+|W12 —W22|
Wiy =wa| a7
91

_|W11 —W21|+|W|2 "W22|

Gdy gra nie posiada punktu siodtowego, a rozgrywana jest tylko jeden raz i nie da si¢ do niej
zastosowaé interpretacji czgstoSciowej ani udzialowej, stosuje si¢ w takiej sytuacji strategie
bezpieczna, np. maksyminowa wyznaczong na podstawie macierzy gry (Kowalik 1997).
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Wykorzystanie teorii gier do podejmowania decyzji przedstawiono na przyktadzie wyboru
kolejnosci eksploatacji oddziatdbw w Rejonie Glownym zloza rud Cu-Ag kopalni Rudna.
Obecnie oraz w ciggu najblizszych kilku lat eksploatowane beda oddziaty: G-1, G-3, G-4, G-6,
G-7, G-8 w rejonie Gtoéwnym; G-11, G-12, G-13, G-15 w rejonie Zachodnim oraz G-21, G-22,
G-23, G-24 w rejonie Pémocnym. Rudy z czynnych pol goérniczych kopalni Rudna cha-
rakteryzuja si¢ bardzo dobrymi wskaznikami wzbogacania. Sg to w przewadze rudy pias-
kowcowe o drobnoziarnistej strukturze mineratéw siarczkowych, wystgpujacych w kruchym
spoiwie, a wigc fatwej separacji i kontrastowo dobrej flotowalno$ci w stosunku do masy ptonne;j.
Dla poszczego6lnych oddziatéw ZG Rudna Gloéwna uzyskano w trakcie badan laboratoryjnych
wysokie na ogot wskazniki wzbogacania (tab. 1).

TABELA 1
Jako$¢ rud z ZG Rudna oraz wskazniki ich wzbogacania w latach 2001—2007 (wg Wieniewski i in. 1996)

TABLE 1
Quality of ores from the Rudna mine and their enrichment coefficients in the period 2001—2007
(by Wieniewski et. al. 1996)
. Zaw. C.u Zaw. Cu igsle Dl Zaw. A.g Zaw. Ag Ll Ao
Oddziat w rudzic w koncentr. (%] w rudzie w koncentr. (%]
0 0
[%] [%] [g/t] (/]
G-1 2,69 40,9 91,57 62 930 89,70
G-3 1,38 29,2 89,97 61 1296 89,58
G-4 272 31,2 90,44 45 495 85,07
G-6 2,54 60,1 89,39 20 441 82,04
G-7 3,39 37,4 87,76 43 464 84,89
G-8 1,64 64,8 91,60 26 940 83,25
udos 2,46 412 90,06 43 698 86,96
Gtéowna

Wykorzystujac metodg symulacyjng Monte Carlo (MC) oszacowano (Krzak 2001, 2002)
mozliwa do uzyskania wielko§¢é zysku operacyjnego z poszczegdlnych oddziatow. Najwaz-
niejsza korzyscia symulacji bylo to, ze pokazala nie punktowa oceng badanego parametru, lecz
zakres mozliwych wynikéw wraz z przypisanym im prawdopodobienstwem. Tak wigc w re-
zultacie symulacji otrzymano rozktady ocenianych wielkosci zysku operacyjnego z poszcze-
gblnych oddziatéw (tab. 2). Zysk operacyjny stanowi rdznicg¢ pomigdzy wartoscig sprzedazy
wyliczong przy uzyciu formuty NSR a kosztami operacyjnymi. Formuta NSR jest powszechnie
stosowana do oceny warto$ci rud i koncentratéw metali niezelaznych (Strzelska-Smakowska
2003). Wielko$¢ zysku operacyjnego moze by¢ wskaznikiem optacalnosci produkcji gornicze;.
Na jego podstawie mozna wytypowac do eksploatacji oddzialy zapewniajace zatozony poziom
zysku z najwyzszym prawdopodobienistwem.
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TABELA 2
Statystyki opisowe rozktadéw zysku operacyjnego za rudg Rejonu Gtownego kopalni Rudna (wg Krzak 2001)

TABLE 2
Basic statistics of opercting profit distributions in the Main District of thc Rudna mine (by Krzak 2001)

Oddziat/rejon Srednia PITZCleEﬂ L Od:::l l:l:nie Minimum | Maximum Mediana
min. max. :

G-1 18,09 17,87 18,30 4,84 5,57 35,72 17,98
G-3 8,26 8,13 8,40 3,13 -0,28 19,74 8,17
G-4 16,10 15,93 16,28 4,05 6,00 31,00 15,91
G-6 18,38 18,19 18,57 4,27 7,26 33,74 18,21
G-7 18,28 18,11 18,45 3,91 8,13 32,42 18,12
G-8 16,80 16,61 16,98 4,24 5,73 32,09 16,64

Rudna Giéwna 16,36 16,18 16,54 4,08 5,65 31,16 16,23

Przyjmijmy dla przyktadu, ze kierownictwo kopalni Rudna zainteresowane jest zyskiem
operacyjnym w wysokosci co najmniej 15 USD za tong rudy. Na podstawie np. mediany mozna
stwierdzi¢, ze przynajmniej 50% prawdopodobienstwo tego zysku gwarantuja wszystkie od-
dziaty poza oddzialem G-3. Dokladne oszacowania, na podstawie symulacji MC, prawdo-
podobienstwa uzyskania zysku operacyjnego co najmniej 15 USD/t rudy wygladaja jak ponize;j
(Krzak 2001, 2002):

— oddziat G-1 prawdopodobienstwo 72,10%,

— oddziat G-3 prawdopodobienstwo 01,60%,

— oddziat G-4 prawdopodobienistwo 59,35%,

— oddziat G-6 prawdopodobienstwo 77,40%,

— oddziat G-7 prawdopodobienstwo 79,00%,

— oddziat G-8 prawdopodobienstwo 64,95%.

Otrzymane rezultaty pozwalajq wytypowac oddzialy ,,pewne”, ktore przy zatozonych para-
metrach techniczno-ekonomicznych produkcji koncentratéw gwarantuja wymagany poziom
zysku.

Rozwazmy teraz gre kopalni wobec parametrow rynkowo-kosztowych. Z jednej strony beda
to ceny miedzi i srebra na London Metal Echange i London Bullion Market, z drugiej koszty
operacyjne produkcji koncentratu. Na czynniki rynkowe kopalnia nie ma wptywu, natomiast
drugie zaleza m. in. od: geologiczno-gérmiczych warunkow eksploatacji, odleglosci oddziatéw
od szybu, charakterystyki wzbogacalnosci rudy i in.

Mamy zatem dwodch graczy. Strategiami gracza I — kopalni Rudna — sa poszczegélne
oddziaty, a doktadniej mozliwe do otrzymania zyski (w USD/t rudy), natomiast strategie gracza
IT — nazwijmy go Rynek koszty — sa przewidywane poziomy cen i kosztow. Dla uproszczenia
prezentacji wykorzystania teorii gier zatozono nastepujace stany struktury cenowo-kosztowe;j:
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— minimalne ceny metali, minimalne koszty operacyjne oddziatéow (Wy),

— minimalne ceny metali, maksymalne koszty operacyjne oddziatow (W),

— Srednie ceny metali, maksymalne koszty operacyjne oddziatow (W3),

— $rednie ceny metali, minimalne koszty operacyjne oddziatow (Wy).

Przyjete uproszczenie polega na uwzglednieniu tylko dwoch pozioméw cen metali: mini-
malnego 1 Sredniego, wyznaczonych na podstawie prognozy cenowej w pracy Krzaka (2001),
yjednoliceniu rozktadu kosztow (tzn. we wszystkich oddziatach sg tacznie albo zawsze mini-
malne albo maksymalne ich poziomy). Zakres kosztow przyjeto w oparciu o dane kosztowe z lat
ubieglych oraz na podstawie prognoz Mineral Industry Consultants (MICON 1997). Przy
szacowaniu ceny rudy uwzgledniono zmiany wielkosci optat hutniczych i rafinacyjnych, sto-
sownie do poziomu cen. Macierz gry przyjmuje zatem postac:

Rynek koszty

W, W, W, W, (18)

G-1 (17,63 14,19 16,76 20,20

G-3 |07,89 04,71 06,37 09,61

Kopalnia G-4 |[15,75 12,83 14,62 17,74
Rudna G-6 |17,86 1443 16,65 20,27
G-7 |17,53 (14,59 16,49 19,65

G-8 \16,79 13,17 1535 19,17

Celem gry jest wybor strategii najbezpieczniejszej, przynoszacej najwyzszy zysk kopalni,
zaleznie od zaistniatych warunkéw cenowych 1 kosztowych.

Przyjrzyjmy si¢ rozwiazaniu tej gry dwoma sposobami.

1. Wybieramy najmniejsze wartosci z kazdego wiersza macierzy, w celu wyznaczenia
dolnej ceny gry:

Vi =max (14,19; 4,71; 12,83; 14,43; 14,59; 13,17)

Warto$¢ maksymalna z powyzszego zbioru jest dolna cena gry i wynosi 14,59.
Wyznaczenie goérnej ceny gry polega na znalezieniu minimalnej warto$ci spo$réd maksy-
malnych wielkosci z kazdej kolumny macierzy:

V, = min (17,86; 14,59; 16,76; 20,20).

Warto$¢ 14,59 jest goérng ceng gry. Dodatkowo V| = V3 i gra posiada punkt siodlowy
(zaznaczony ramka w macierzy). Zatem najbezpieczniejszym finansowo oddziatem do eksplo-
atacji jest oddziat G-7. Eksploatacja oddziatu zapewni nam zysk nie mniejszy niz 14,59 USD/t
rudy. Strategia ta nazywana jest w teorii gier strategia maksyminowa.
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2. Ponizej przedstawiono sposob rozwiazania gry z wykorzystaniem zasady dominacji.
Z punktu widzenia kopalni zauwazamy, ze:

— strategia G-1 dominuje nad strategia G-3,

— strategia G-1 dominuje nad strategia G-4,

— strategia G-1 dominuje nad strategia G-8.

Po wyeliminowaniu strategii zdominowanych uzyskujemy macierz:

Rynek koszty

W W, W3 W, (19)
G-1 (17,63 14,19 16,76 20,20
G-6 |17,86 1443 16,65 20,27
G-7 (17,53 14,59 16,49 19,65

Kopalnia
Rudna

W kolejnym kroku stwierdzamy, z punktu widzenia gracza Rynek koszty, ze:
— strategia W4 jest zdominowana przez strategig W,

— strategia W jest zdominowana przez strategi¢ W,

— strategia W3 jest zdominowana przez strategi¢ W.

Wykluczajac odpowiednie kolumny otrzymujemy:

Rynek koszty
W, (20)
oo, 1 (1419
R°§a M2 G-6 |1443
umd 7 (14,59

Teraz z kolei:

-— strategia G-1 jest zdominowana przez G-6,

— strategia G-6 jest zdominowana przez G-7.

Po ostatecznym zredukowaniu macierzy dysponujemy nowa macierza:

Rynek koszty
W, (21)
Kopalni
oPAMNA 5 7 (14,59)
Rudna

Uzyskaliémy wynik identyczny jak w metodzie 1.
W dalszym postepowaniu wyznaczano kolejne z pozostatych, optymalne z punktu widzenia
maksymalizacji zysku oddzialy, stosujac analogiczne jak powyzej kryteria. Macierz gry miata
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z kazdym krokiem o jeden wiersz mniej, co wynikato z pominigcia oddzialu bgdacego roz-
wigzaniem poprzedzajacego etapu gry. Nie przytaczajac konkretnych macierzy otrzymano
nastepujacy ranking optacalnosci eksploatacji oddziatéw (wedtug malejacego poziomu zysku):

— oddziat G-6, punkt siodlowy 14,43 (USD/t rudy),

— oddziat G-1, punkt siodtowy 14,19 (USD/t rudy),

— oddziat G-8, punkt siodtowy 13,17 (USD/t rudy),

— oddziat G-4, punkt siodtowy 12,83 (USD/t rudy),

— oddziat G-3, minimalny poziom zysku 4,71 USD/t rudy.

Podane wielkos$ci punktu siodtowego okreslaja minimalny poziom zysku.

Rozwiazanie gry, ustalajace kolejno$¢ 1 optacalno$¢ eksploatacji z poszczegodlnych oddziatow,
potwierdza wyniki uzyskane przy symulacji Monte Carlo. Decydent podejmuje wigc decyzje
dysponujac kompletnym modelem informacji, zapewniajacym optymalne wyniki finansowe.

Zakonczenie

Stosowanie odpowiednich strategii minimalizuje ryzyko dziatania. Teoria gier, w pola-
czeniu np. z symulacja Monte Carlo, pozwala okreslic prawdopodobienstwa wystapienia
pewnych zdarzen i dopasowaé posunigcia (strategie), stosowne do sytuacji. W artykule
zasygnalizowano jedynie kilka mozliwosci wykorzystania teorii gier. Istnieje caly szereg
specyficznych metod rozwiazywania sytuacji konfliktowych w przypadku gier z Naturs.
Wyro6znia sie tu kryteria Walda, Hurwicza, Bayesa i inni (Ignasiak 1996). Kazda dziatalnosé
cztowieka, a przede wsiystkim dziatalno$¢ gospodarcza, wymaga planowania i kontrolowania
podejmowanych czynnosci. Dazenie przedsigbiorcy jest skupione na osiagnigciu konkretnego
celu badz celow. Cele te, a wlasciwie mozliwosci ich realizacji zaleza od zasobow zarowno
finansowych, organizacyjnych, jak i1 materialnych. Wymaga to obecnie wspomagania ma-
tematycznego i informatycznego w zakresie podejmowania decyzji. Mozna zatem stwierdzié,
ze badania operacyjne, a wérdd nich teoria gier, sa dziedzing nauki zajmujaca sie analiza
celowych dziatalnosci (strategii) oraz generowaniem i oceng iloSciowa réoznych decyzji kie-
rowniczych (Ignasiak 1996).

Praca wykonana w ramach badan wiasnych AGH nr 10.10.140.793
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Abstract

Foundations of game thcory werc presented on the paper. On the examples different types of games and
methodology of their solutions were defined. The practical utilization of thc game theory was presented on the example
of the Rudna copper-silver minc. Obtained results werc comparised with Monte Carlo simulations cffects.



