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Heurystyczne modele procesow rozdrabniania jako podstawa
symulacyjnej optymalizacji ich przebiegu

Wprowadzenie

Procesy rozdrabniania w przerdbce surowcow mineralnych sa podstawowymi procesami,
dzigki ktorym uzyskuje si¢ produkty koncowe lub produkty przygotowane do stosowania
procesoOw wzbogacania lub rozdziatu. Modelowanie matematyczne tych procesow musi braé
pod uwage dwa podstawowe czynniki wplywajace na ich przebieg, tzn. charakterystyki
stosowanych maszyn oraz wlasciwosci rozdrabnianego materiatu.

W zaleznosci od stosowanych maszyn oraz zakresu (celd6w) rozdrabniania mozna wy-
r6zni¢ dwa sposoby modelowania procesow rozdrabniania:

— opis sktadu ziarnowego produktu po przejSciu materiatu przez urzadzenie (zakon-

czenie procesu rozdrabniania — podejscie statyczne),

— opis sktadu ziarnowego w trakcie trwania procesu (kinetyka procesu rozdrabniania).

Heurystyczne podej$cie do budowy modeli rozdrabniania wymaga uzasadnionego lo-
gicznie (w mniejszym lub wigkszym stopniu) powiazania wynikow rozdrabniania z para-
metrami pracy (wielko$ciami technicznymi lub technologicznymi) maszyn lub ich uktadow.
Takie opracowanie modeli pozwolitoby takze na uzasadnione przeprowadzenie symulacji
przebiegu proces6w rozdrabniania, a nawet wskazanie optymalnych warunkow (dobor pa-
rametrow techniczno-technologicznych).

Przy tworzeniu modeli opartych na opisie sktadu ziarnowego produktu warto zwrocic¢
uwagge, ze rozwazane charakterystyki sktadu powinny si¢ opiera¢ na funkcjach rozktadow
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cenzurowanych lub ucigtych (Tumidajski, Saramak 2009), a modele kinetyki rozdrabniania
(mielenia) na ogdlnych prawach zachowania masy (bilansu sktadnikoéw).

W kolejnych rozdziatach zostana wigc przedstawione ogdlne zasady poslugiwania si¢
rozktadami cenzurowanymi i uci¢tymi, a nast¢pnie proba powiazania ich parametréw z cha-
rakterystykami kruszarek lub przesiewaczy. Zostanie takze przedstawiony ogoélny model
kinetyki mielenia, a takze proby konstrukcji funkcji celu, ktora bylaby podstawa opty-
malizacji procesOw rozdrabniania.

1. Zastosowanie rozkladéw cenzurowanych i ucietych
w opisie proceséw rozdrabniania i klasyfikacji

Jest rzecza naturalna, ze sktad ziarnowy powinien by¢ opisywany rozktadami zmiennych
losowych dla ziaren o wielko$ciach z przedziatu (0, dyax). Wiele powszechnie uzywanych
rozktadow, np. rozktad Weibulla znany w przerdbece jako wzor Rosina-Rammlera, rozktad
logarytmiczno-normalny stosuje si¢ do przedziatu wielkos$ci ziaren (0, +o). Poprzez mo-
dyfikacj¢ zmiennych mozna funkcjg¢ ggstosci i dystrybuanty rozktadéw okreslonych na
przedziale nieskonczonym sprowadzi¢ do przedziatu (0, dyax)-

Do dalszych rozwazan przyjmiemy cztery najczgsciej stosowane rozktady do opisu
krzywych sktadu ziarnowego w wersji cenzurowanej wartoscia dpax (King 2001).

Niech

d
u=——-
dl’naX
oraz
_d
W—L— d max _ d
l—u d  d—d
dmaX

gdzie: (0, dpax)-

Okre$lmy zmodyfikowane dystrybuanty rozktadow:
— rozktad potggowy (wzdér Gaudina-Schuhmanna-Andreyeva)

k 1
F(d)=1-(u)" =1—(dj W

d max

gdzie:
k — parametr;
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— rozklad Weibulla (wzor Rosina-Rammlera-Bennetta)
" " @
F(d)=1-exp —[W ,ZJ =1-exp —c(dJ
W63 dinay —d
gdzie:
¢, n — parametry,

Wwe32 — kwantyl rzedu 63,2;
— rozktad logarytmiczno-normalny

l[w] (3)
ni
Ws0

F(d)=G

gdzie:

2

t
G(x)= eldt,

1 J~x
NPT
(&} =%(ll’l wea —In Wie ),

Wig, Ws0, wg4 — kwantyle wskazanych rzedow;

— rozktad logistyczny

Fld)y=—— 1 - ! )

-\ T
I{WJ 1+a[dmaxj
Ws0 d

gdzie:
a, A — parametry,
wsg — kwantyl.

Przedstawione wzory okreslajace dystrybuanty rozktadow cenzurowanych zawieraja
jeden podstawowy parametr dy,,x oraz — z reguty — dwa parametry nazywane czgsto paramet-
rami ksztattu i skali. Jest rzecza oczywista, ze warto$¢ dp,x moze by¢ wigzana z gabarytami
maszyny (wielkoscia szczeliny wypustowej, skokiem szczgki ruchomej, wielkoscia oczka
rusztu kruszarki mtotkowej itp.), a parametry ksztattu i skali z wtasciwosciami materiatu,
a takze charakterystykami maszyn decydujacych o krotnosciach kruszenia (czasie przeby-
wania materialu w kruszarce, moze to by¢ np. czgstotliwos¢ wahan szczgki ruchomej).
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Uszcezegdtowienie wymienionych zalezno$ci moze by¢ przeprowadzone albo precyzyjna
analiza pracy danej maszyny i struktury rozdrabnianego materiatu albo eksperymentalnie.
Sytuacje prowadzace do uzyskiwania przewagi ziaren drobnych (druga pochodna dystrybu-
anty rozktadu potggowego lub Weibulla — dodatnia dla d € (0,d,x) lub wzglednej symetrii
udziatow klas drobnych i grubych (rozktady log-normalny i logistyczny) moga by¢ pomocne
przy konstruowaniu zaleznos$ci, ktorych postacie moga by¢ takze uzyskiwane metodami
doswiadczalnymi i zwigzanymi z nimi procedurami obliczeniowymi (Michalewicz 2003;
Tumidajski i in. 2009).

Z rozktadami ucigtymi w opisie procesow przerdbczych mamy do czynienia przy roz-
wazaniu przebiegu idealnego rozdzialu (przesiewania, klasyfikacji, wzbogacania). Jezeli
przyjmiemy, ze rozdzielany materiat charakteryzuje dystrybuanta F(d), to idealny rozdziat
(zwlaszcza na sicie) opisuja dystrybuanty:

— dla produktu dolnego

Fy(d) :% ((j)) de(0,d,) (a)
— dla produktu gérnego
d)-F(d
Fy (d) =F(1_)F(’;E)S) d & (dy, ) (5b)

gdzie d jest wymiarem oczka sita przesiewacza (granica rozdziatu).

Tak idealny rozdziat materiatu przy przesiewaniu mozna przyjmowac tylko w warunkach
laboratoryjnych (przy dlugim czasie przesiewania). W warunkach przemystowych, przy
rozdziale materiatu stosuje si¢ tzw. krzywe rozdzialu, ktore okreslaja prawdopodobien-
stwa przej$cia ziarna o wielkosci d do produktu gornego lub dolnego. Jezeli przyjmiemy,
ze ¢(d) jest wlasnie tym prawdopodobienstwem, to mozemy napisacé

¢ (6a)
Fo(d)=[ 0(x)/(x)dx,  0,dmax)
0

d (6b)
Fg(d)=[ (1-9() ()%, O.dmax)
0

gdzie f(d) jest pochodna F(d), czyli funkcja ggstosci prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej D dla rozdzielanego materiatu. Takie podejscie jest powszechnie stosowane w kla-
syfikacji przeplywowej (klasyfikatory zwojowe, hydrocyklony, wirdéwki itp.), przy czym
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przyjmuje si¢ z reguly, ze ¢(d) ma posta¢ dystrybuanty rozktadu normalnego lub jej
przyblizen (Tumidajski 1997). Dla przesiewania krzywe (funkcje) rozdzialu musza mie¢
inna posta¢, uwzgledniajaca ucigeie rozkladu wyjsciowego w d = d,, czyli:

— dla produktu gérnego

¢1(d) d e(O,dS> (7a)
o(d)=
1 d e(ds,dmax>
— dla produktu dolnego
l—p(d)  de(0.d,) (7b)
o(d)=
0 d e(ds,dmax>

Zgodnie z ostatnimi wzorami nalezy wprowadzi¢ poprawki do wzoréw (5). Otrzy-
mujemy wigc
— dla produktu dolnego

d (8a)
[ (=1 (0))/(x)ax
Fy(d)==" de(0,dy)
[ =0y (@) f(d)dd
0
— dla produktu gérnego
(8b)

X d,
[ o1 f@)dx— [ (1-; (x))f(d)dd
Fy(d)= d, 0

d

1= [ (10, (d))f(d)dd
0

Rozktad wielkos$ci ziaren dla produktu gérnego mozna potraktowac jako klasyczny
rozktad ucigty ze znieksztatceniem (Benjamin, Cornell 1977; Tumidajski 1997), polega-
jacym na przypisaniu wielko$ci d; nieprzesianej ilosci (wzglednej) ziaren o wielkos$ciach
mniejszych od d.

Zaprezentowane krzywe skladu ziarnowego moga by¢ podstawa modeli matematycz-
nych procesow rozdrabniania i klasyfikacji, jezeli ich parametry zostana uzaleznione od
charakterystyk technicznych i technologicznych maszyn czy procesow.
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2. Parametry techniczne i technologiczne kruszarek

Z punktu widzenia projektanta uktadéw rozdrabniania i klasyfikacji modele matema-
tyczne pracy maszyn stosowane takze w procedurach symulacyjnych powinny pozwoli¢ na
okreslenie najlepszych (najlepiej dostosowanych do realizacji zadanych celow pracy uktadu)
parametréw technicznych urzadzen, zwiazanych takze z ich wydajnoscia.

Do podstawowych urzadzen rozdrabniajacych stosowanych w warunkach przemysto-
wych naleza kruszarki szczgkowe, stozkowe i mtotkowe, prasy walcowe i mtyny. Najwaz-
niejszymi parametrami konstrukcyjno-eksploatacyjnymi kruszarek szczgkowych sa: sze-
roko$¢ szczeliny wylotowej, skok szczgki ruchomej, profil poprzeczny i podluzny plyt,
predkos¢é obrotowa walu mimosrodowego (czestotliwos¢ wahan szczeki ruchomej), kat
nachylenia ptyty rozporowej. W warunkach przemystowych regulowane sa tylko pierwsze
dwa parametry, pozostate ustalane sa projektowo dla danego typoszeregu kruszarki (Ga-
wenda 2010).

Generalnie najwazniejszymi parametrami kruszarki stozkowej sa: kat uchwytu (profil
szczeki), predkosé obrotowa glowicy oraz wielko$¢ szczeliny wylotowej i wlotowej majace
takze wpltyw na wydajnosc.

Sktad ziarnowy produktu kruszarek mlotkowych, a takze wydajno$¢ zalezy od liczby
obrotéw wirnika, jego wymiarow, ksztattu i masy mtotkow, a takze wymaganego stopnia
rozdrobnienia (wielkosci otwordw stosowanego rusztu).

Parametrami pracy wysokocisnieniowych pras walcowych, ktére moga by¢ regulowane
przez operatora sa: ciSnienie robocze oraz predkosé obrotowa walcow. Kluczowym jest
ci$nienie robocze, ktore (przy jego wzroscie) zwigksza stopien rozdrobnienia materiatu
(zmniejsza szeroko$¢ szczeliny wylotowej), ale zmniejsza wydajnos¢ urzadzenia (Nazie-
miec, Saramak 2009; Saramak 2011a, b). Wydajnos¢ prasy walcowej zalezy takze od
predkosci obrotowej walcow oraz gestosci sprasowanego produktu rozdrabniania.

Mtyny zaliczane sa do najmniej sprawnych i najbardziej energochtonnych urzadzen
rozdrabniajacych i dlatego przy projektowaniu uktadéw rozdrabniania trzeba zaklada¢ jak
najwigkszy stopien rozdrobnienia w kruszarkach poprzedzajacych mielenie. Wtasciwie
dobrane parametry technologiczne mtyna decyduja o jego efektywnosci, tzn. sktadzie ziar-
nowym i wydajnosci. Nalezy do nich zaliczy¢: wzgledng czgstosé obrotow mtyna, wzgledne
zapehienie mtyna mielnikami, ksztalt i wielko§¢ mielnikow, profil wyktadzin mtyna, wy-
petnienie mtyna nadawa, wtasciwosci nadawy.

3. Zasady optymalizacji wynikow procesow rozdrabniania

Przedstawiona do tej pory koncepcja tworzenia modeli pracy maszyn przerdbczych
i ich uktadéw zaktada uzaleznienie parametréw krzywych sktadu ziarnowego produktow
oraz krzywych rozdzialu od parametréw techniczno-technologicznych urzadzen rozdrab-
niajacych.
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Jezeli oznaczymy przez dpmax, 1, ¢ — parametry wzordw opisujacych krzywe sktadu
produktow, a przez r, s — parametry maszyn, to mozemy zapisa¢ ogélnie

F(d)-=F(d: 1,5)= F(d; d gy ) 1125, €(1,5)) ©)

Jezeli mamy do czynienia z produkcja kruszyw mineralnych (rys. 1) mozna zapropo-
nowac nastgpujaca funkcjg celu, ktora begdzie stanowi¢ podstawe optymalizacji (maksyma-
lizacja wartosci). Jest to uogolnienie funkcji celu zaprezentowanej w pracy (Svedensten,
Evertsson 2005).

i+( godz,i) 10
zZ=%, (n=1)T m=2 (i=1)T pE(Cih—Mhi%—(i pocz)Q iy | hi (10)
gdzie:
C,  — cena produktu bgdacego /-ta klasa (przy przyjetym podziale materiatu na

klasy), ktérej wychdd wyznacza si¢ na podstawie réwnania (9),

Kruszarka

A 4
Przesiewacz

h 4 l v
Kruszarka stozkowa Produkty

-«

A 4
Kruszarka stozkowa

v
Przesiewacz

A 4

Przesiewacz Kruszarka udarowa
v v A
Produkty Przesiewacz
Produkty

Rys. 1. Uproszczony szeregowy schemat technologiczny produkeji kruszyw bazaltowych
Zrédlo: Nowak, Gawenda 2006

Fig. 1. Simplified serial technological scheme of basalt rock materials production
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Kgodz,i — Koszt staly na godzing w i-tej operacji,
K; — koszt staly w i-tej operacji,
Kpocz — Kkoszt poczatkowy,
W — mnoznik korekcyjny,
0 — wydajno$¢ w i-tej operacji [Mg/godz.],
Yrni ~ — Wwychod h-tej klasy w i-tej operacji.

Wyprecyzowanie poszczegolnych rownan krzywych sktadu ziarnowego wymaga szcze-
gbtowej analizy pracy urzadzen lub przeprowadzenia badan empirycznych. Proponowana
metoda modelowania nie ma charakteru ogdélnego. Rozwazmy mozliwy schemat przygo-
towania nadawy rud (np. miedzi) do procesow wzbogacania (flotacji) (rys. 2).

|

Mtyn kulowy
A
> Klasyfikator
A 4
Hydrocyklon
A 4 A 4 A 4
Mtlyn kulowy Flotacja wstgpna

Rys. 2. Przyktadowy uktad przygotowania rud do flotacji
Zrédlo: Opracowanie whasne

Fig. 2. Example of flotation ore preparation system

Najczesciej stosowanym modelem pracy mityna kulowego jest model kinetyki

dm
dt

an

i
i _ E s
——Siml'+ bysjmj, dlal—l,Z,...,n
J=1

gdzie m;, S;, b;; to odpowiednio masa materiatu i-tej klasy (przechodzacej przez sito),
warto$¢ funkcji selekceji oraz warto$¢ funkceji rozdrabniania dla i-tej klasy, gdy ziarna na
kruszarce pochodza z j-tej klasy (Prasher 1987).

Parametry techniczne mtyna (za wyjatkiem czgstosci obrotow) praktycznie nie wpltywaja
na sktad ziarnowy produktu. O sktadzie ziarnowym decyduja parametry technologiczne:
gesto$¢ metow, wydajnosé miyna (przerdb), ilos¢ i rodzaj mielnikéw i ich wplyw mozna
okresla¢ tylko empirycznie w powiazaniu z wlasciwos$ciami materialu rozdrobnionego.
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Celem pracy prezentowanego uktadu jest uzyskanie drobnouziarnionego przelewu hy-
drocyklonu kierowanego do flotacji. Funkcja celu moze by¢ uzyskanie odpowiedniego
stopnia uwolnienia mineratléw uzytecznych (odpowiednich klas ziarnowych). Rolg wspot-
czynnikow Cj, (wzor 10) moga spetniac stopnie uwolnienia (na podstawie rozpoznania rudy),
przy zmienionej postaci funkcji celu.

Uwagi koncowe

Zarysowane dwie drogi pozyskiwania modeli matematycznych procesow rozdrabnia-
nia tworza rézne mozliwosci ich wykorzystania (prognoza, symulacja, optymalizacja).
Dokladna analiza pracy urzadzen rozdrabniajacych powinna da¢ mozliwos¢ okreslenia
potrzebnych zalezno$ci migdzy parametrami wzordw a parametrami technicznymi maszyn.
Procedury symulacyjno-optymalizacyjne mozna realizowa¢ za pomoca algorytméw gene-
tycznych (Goldberg 1998; Michalewicz 2003) lub innych procedur obliczeniowych. Dalsze
badania beda polega¢ takze na eksperymentalnym poszukiwaniu potrzebnych zalezno$ci.

Artykut zostal opracowany w ramach projektu pracy statutowej nr 11.11.100.276.
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HEURYSTYCZNE MODELE PROCESOW ROZDRABNIANIA
JAKO PODSTAWA SYMULACYJNEJ OPTYMALIZACJI ICH PRZEBIEGU

Stowa kluczowe

Cenzurowane krzywe sktadu ziarnowego, modele procesow rozdrabniania, symulacyjne okreslenie optimum

Streszczenie

Modelowanie matematyczne procesow przerobczych jest zadaniem bardzo ztozonym ze wzgledu na losowy
charakter rozdrabnianych materiatow, pozwalajacy jednak na zastosowanie ogélnie obowiazujacych praw za-
chowania i transportu mas. Podstawowa metoda opisu efektow proceséw rozdrabniania jest okreslenie krzywych
sktadu ziarnowego produktow. W artykule przedstawiono koncepcje¢ stosowania cenzurowanych rozktadow
wielkos$ci ziarna, tzn. wzoréw na dystrybuanty rozktadéw: potegowego, Weibulla, logarytmiczno-normalnego
i logistycznego jako podstawy opisu prac kruszarek (wzory 1, 2, 3, 4). Cenzurowanie rozktadéw realizowane jest
poprzez przyjgcie rozmiaru maksymalnego ziarna d,y,,,, a ksztalt ich dystrybuant zalezy od parametréw ksztaltu
i skali. Powiazanie parametrow technicznych urzadzen rozdrabniajacych z parametrami wzoréw okreslajacych
dystrybuanty produktow pozwala na stworzenie satysfakcjonujacych modeli proceséw rozdrabniania. Po za-
stosowaniu uogoélnionych krzywych rozdziatu mozliwy jest opis proceséw przesiewania (wzory 6a i 6b), a w dal-
szej kolejnosci uktadow proceséw rozdrabniania. Optymalizacjg proceséw produkeji kruszyw mozna oprzeé¢ na
wprowadzeniu funkcji celu okreslajacej zysk w zaleznosci od ilosci poszczegdlnych sortymentow. W przypadku
analizy uktadow rozdrabniania (wzdér 10) w przygotowaniu nadawy do proceséw wzbogacania, funkcje celu
nalezatoby oprze¢ na poziomach odstonigcia mineralow uzytecznych w klasach. W artykule pokazano mozliwos¢
symulacji przebiegu proceséw rozdrabniania, prowadzacej do okreslenia warunkow optymalnych pracy uktadow
ztozonych z procesow rozdrabniania i przesiewania. Zwrécono uwage na konieczno$¢ budowy empirycznych
modeli procesow mielenia, ktore beda stanowity uzupetnienie modeli wynikajacych z heurystycznej analizy
zjawisk. Omowiono takze elementarne zasady doboru postaci modeli oraz ich modyfikacji polegajace na uza-
sadnieniu zalezno$ci parametrow rozktadu od podstawowych parametrow technicznych maszyn oraz wtasciwosci
rozdrabnianych materiatow. Artykut jest wstgpem do zamierzonych szerszych badan uogélnionego podejscia do
powiazania wlasciwosci materiatdéw uziarnionych z efektami rozdrabniania.

HEURISTIC MODELS OF COMMINUTION PROCESSES AS THE BASIC OF SIMULATIVE OPTIMISATION
OF THEIR COURSE
Key words

Censored particle size curves, models of comminution processes, simulative determination of optimal point

Abstract

The mathematical modeling of mineral processing is a very complex task because of random character of
comminuted materials. However, it allows applying of standard laws of mass preservation and mass transport.
The basic method of description of comminution processes is determination of particles size distribution curves
for products. In the paper, the concept of applying so-called censored distribution functions was presented,
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what means equations of exponential, Weibull, log-norm and logistic distribution functions as the basis of crushers
work description (formulas 1, 2, 3 and 4). The censoring of distribution functions is being realized through

acceptation of maximum particle size d,,, and the shape of them depends on shape and scale parameters. The

max
joining of technical parameters of comminuting devices with parameters of equations describing distribution
functions of products allows creating of satisfying models of comminution processes. After application of general
forms of separation curves the description of sieving processes is possible (equations 6a and 6b) and then also of
comminution systems. The optimization of aggregates production may be based on introduction of goal function
determining profit dependably on amount of individual assortments. In case of analysis of comminution systems
(formulae 10) in preparation of feed to beneficiation the goal function should be based on levels of useful minerals
exposure in individual fractions. The paper shows the possibility of simulation of comminution processes course
leading to determination of optimal conditions of systems containing comminution and sieving processes.
Furthermore, the necessity of creation of empirical models for grinding processes was shown as they would be the
compensation of models being result of heuristic analysis of phenomena. Also, the elementary rules of selection of
models forms and their modifications based on justification of relations between distribution function parameters
and basic technical parameters of devices as well characteristics of comminuted materials were discussed.
The paper is the introduction to further research of general approach to joining grained materials characteristics
with comminution effects.
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