www.czasopisma.pan.pl P N www.journals.pan.pl

IS
Yl DEGrRUYTER GOSPODARKA SUROWCAMI MINERALNYMI - MINERAL RESOURCES MANAGEMENT /
— K i
2016 Volume 32 Issue 1 Pages 137-154
DOI 10.1515/gospo-2016-0010

TOMASZ NIEDOBA*

Wyznaczenie powierzchni rozdzialu materialu uziarnionego
za pomocg nieklasycznych metod aproksymacji
funkcji rozkladow wielkosci i gestosci ziarna

Wstep

Funkcja rozdziatu jest jedng z metod oceny doktadnosci rozdziatu jako procesu. W kla-
sycznych przypadkach stosuje si¢ krzywa rozdziatu w uktadzie wspotrzednych (x, y).
Wtedy jednak mozliwe jest wzigcie pod uwage tylko jednej cechy charakterystycznej ba-
danego materiatu, ktora zazwyczaj jest wielkos¢ ziarna. Tymczasem w wielu procesach
przerdbezych o rozdziale ziaren decyduje wigcej niz jedna ich cecha. NajczgSciej rozwa-
zanymi wlasno$ciami ziaren sg ich fizyczne wlasciwosci, czyli wielkos$¢ 1 gestosé ziaren
oraz zawarto$¢ skladnika uzytecznego. Dlatego wskazane jest zastosowanic wigkszej
ilosci wymiarow.

W pracy omowiony zostanie rozdziat ziaren w zaleznosci od wielkosci 1 gestosci dla
wegla. W tym celu przeprowadzono rozdzial materialu w osadzarce miatowej, ktorym
byt wegiel pochodzacy z jednej z kopalni wegla kamiennego zlokalizowanej na Gérnym
Slasku na koncentrat i odpady a nastgpnie przeprowadzono rozdziat na klasy ziarnowe
i frakcje gestosciowe. Badania nad rozdziatem materiatu uziarnionego poddawanego
procesowi rozdzialu w osadzarce zostaly opisane m.in. w (Brozek i Surowiak 2007,
2010; Surowiak i Brozek 2014a; b). Charakterystyke badanego materiatu podano w tabe-
lach 11 2.
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Tabela 1. Rozdziat na klasy ziarnowe i frakcje gestosciowe koncentratu
Table 1. Separation of concentrate on particle size and particle density fractions
Wielkos$¢ ziarna d [mm]
Gestos¢
p 20-31,5 1620 14-16 12,5-14 | 10-12,5 8-10 6,3-8 | 3,15-6,3 | 2-3,15
[gem?]
masa [g] | masa[g] | masa [g] | masa[g] | masa[g] | masa [g] | masa[g] | masa [g] | masa[g]
<13 7650,0 | 4704,0 | 4240,0 804,2 | 2347,2 | 2650,0 | 1683 6 544 15194
1,3-1,4 | 1260,0 586,2 431,0 66,0 | 2703,8 | 1847,0 | 2744 3627,6 | 21040
1,4-1,5 963,8 433,4 3132 80,6 436,6 4254 283,2 704,4 277,8
1,5-1,6 203,0 223,0 190,8 34,2 138,4 143,0 129,6 272 86,0
1,6-1,7 134,8 126,8 87,0 21,0 145,0 103,6 102,8 2244 77,8
1,7-1,8 61,2 48,8 45,0 15,0 45,8 31,8 32 76 27,8
>1,8 58,0 17,2 0 0 52,8 65,0 93,6 267,2 137,8
Tabela 2. Rozdziat na klasy ziarnowe i frakcje gestosciowe nadawy
Table 2.  Separation of feed on particle size and particle density fractions
Wielkos$¢ ziarna d [mm]
Gestosé
p 20-31,5 16-20 14-16 12,5-14 | 10-12,5 8-10 6,3-8 | 3,15-6,3 | 2-3,15
[g/em?]
masa [g] | masa [g] | masa[g] | masa[g] | masa [g] | masa[g] | masa[g] | masa[g] | masa [g]
<13 76746 | 4792 4266,8 851,5 | 2468,6 | 2836,9 | 18314 | 73656 | 22972
1,3-1,4 | 13194 640,2 467,2 120,8 | 27882 1963 3092,7 | 4393,2 | 2672,8
1,4-1,5 | 1009,6 549,6 356,6 144 509,6 496,4 401,8 1020 496
1,5-1,6 388,8 3448 216,8 111,2 208 209 214,2 498 219,2
1,6-1,7 440,2 429 125 1427 285,6 207,2 216 473,6 212,2
1,7-1,8 295 305,4 100,2 267 237,4 182,4 194 344.8 162
>1,8 844 778,2 161,7 510 598,2 529.,4 616,6 1176 482,8
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1. Zastosowanie klasycznych metod statystycznych
do aproksymacji krzywych skladu

Oznaczmy przez D zmienng losowa opisujaca wielkos¢ ziarna, a przez P zmienna opi-
sujacg jego gestos$¢. Na podstawie uzyskanych wynikow doswiadczalnych przeprowadzono
aproksymacj¢ dystrybuant zmiennych D i P, zarowno dla nadawy jak i koncentratu. W tym
celu zastosowano metody klasyczne, jak i tzw. metody nieklasyczne. Wiele tego typu badan
byto wykonywanych w szeroko rozumianej przerébce surowcow mineralnych, ktore zostaty
opisane m.in. w (Jamroz 2014a, b, ¢; Jamro6z 1 Niedoba 2014, 2015a, b; Marciniak-Kowalska
iin. 2014; Niedoba 2013a, b, 2014, 2015; Niedoba i Jamré6z 2013). Za pomoca metod klasycz-
nych najlepszg aproksymacje dla zmiennej D — zarébwno w nadawie, jak i w koncentracie —
uzyskano za pomocg rozktadu Weibulla (RRB), natomiast dla zmiennej losowej P, za pomo-
ca rozktadu logistycznego (Niedoba i Tumidajski 2005; Tumidajski 1997).

Uzyskane tg metoda funkcje zadane sg wzorami (1), (2), (3) 1 (4).

Dystrybuanta zmiennej losowej D dla nadawy

Fi (d) =1-exp(-0,0273447%) M

Dystrybuanta zmiennej P dla nadawy

Fy (p) = (1+1405,29exp(-5,8833p)) " @

Dystrybuanta zmiennej D dla koncentratu
F(d)=1- exp(—o, 021541’532) 3)

Dystrybuanta zmiennej P dla koncentratu
)

Fy(p)=(1+946,37exp(-6,3241p))""

Do oceny doktadnosci przyblizenia postuzono si¢ bledem $rednio-kwadratowym, zna-
nym tez jako odchylenie resztowe. Zadane jest ono wzorem (5)
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Y on — liczba frakeji,

F(x) — dystrybuanta teoretyczna,

®O(x) — wartosci dystrybuanty doswiadczalne;j.

Wielko$ci btedow przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3. Wartosci bledow sredniokwadratowych dla poszczegdlnych aproksymant rozktadem Weibulla

Table 3. Values of mean standard errors for individual approximations by Weibull distribution function

Fi(d)

Fy(p)

F3(d)

Fap)

5, 5,08

4,70

5,48

4,38

Wielko$ci btedow, mimo ze sa dopuszczalne, sktaniajg do szukania doktadniejszej apro-

ksymacji dystrybuant rozwazanych zmiennych losowych.

3. Zastosowanie nieklasycznych metod statystycznych

do aproksymacji krzywych skladu

W celu aproksymacji krzywych rozdziatu postuzono si¢ takze metodami nieklasycz-

nymi wyznaczenia gestosci rozktadu badanych zmiennych, a mianowicie metodami jadro-
wymi (Domanski i Pruska 2000; Efromovich 1999; Kotz i in. 2000; Niedoba i Tumidajski

2005, 2006; Niedoba 2009).

Szukang funkcje gestosci rozktadu przedstawiono w postaci:

x—xl')

funkcja jadra, spelniajaca warunki k(x) > 0 oraz J. K (x) dx=1,

/(%)

L K(x) -
n — liczba pomiarow,
h — dlugosc¢ pasma,
Xy, ..., X, — wyniki pomiarowe.

W pracy wykorzystano funkcje¢ jadrowa Gaussa o postaci zadanej wzorem

n

=

1
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Dla funkcji tej optymalng dlugoscia pasma jest (Efromovich 1999; Niedoba i Tumi-
dajski 2005):

hop =1,0660" 5 ®)

% o oznacza odchylenie standardowe.

Przy zastosowaniu metody jadrowej dla zmiennej D w nadawie otrzymano £y, = 3,29,
o = 7,77 oraz dystrybuant¢ zmiennej D w postaci

_ _ _ 9
Fl*(d)=9,4<13[—d 2,;75}21’97@(_@1 4’;25}9,45@(" 7’15} ©)

> > >

B >

+9,24® 4-9,0 +10,210 a-1125 +3,280 a-13,25 +
3,29 3,29 3,29

+7,97® a-150 +11,28® a-18,0 +17,2® a-2575
9 9 3,29

> >

Dla zmiennej P w nadawie otrzymano 42 = 0,07, ¢ = 0,1669 oraz dystrybuante

B B B (10)
B (p)=49,430| L2 125 ) o5 100 22135 4 9 45 £=L40 ),
2 7 7

> > >

+ 9,240 L7133 ) 10010 271934 5 990 27173, 7 970 £=120
0,07 0,07

E] E] £l >

Dla zmiennej D w koncentracie otrzymano odpowiednio: 4 = 3,32, ¢ = 7,83.

_ _ _ (1D
B (d)=17,710 A=2575) 1300 428725 ) g 030 42015,
3,32 3,32 3,32

B >

+9,58® (d_—i’oj +10,67® (%) +1,850 [szzs) +

E El >

>

+9,66d a-150 +11,180 4-18,0 +18,8D a-257
3,32 3,32 3,32

>
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Dla zmiennej losowej P w koncentracie otrzymano 4 = 0,045, ¢ = 0,105

. - - _ (12)
' (p)=58,490| 27120 57 960 L7130, 7 139 L1,
045 045 0,045

> il

+ 2,600 27153 gso[ 27163, o g0 LT3, 270p[ L2120
0,045 0,045 0,045 0,045

> > >

% ®(f) oznacza dystrybuante rozktadu normalnego N(O, 1).
Btedy przyblizen otrzymanych za pomoca metody jadrowej przedstawia tabela 4.

Tabela 4. Warto$ci bledéw dla poszczegdlnych aproksymant jadrowych

Table 4. Values of errors for individual kernel approximations

Fy¥(d) £2%(p) F3%(d) ()

. 2,74 3,67 2,43 2,25

Poréownujac aproksymacje otrzymane metoda klasyczna i nieklasyczng mozna zauwa-
zy¢, ze aproksymacja jadrowa data duzo lepsze efekty, zarowno dla zmiennych rozpatrywa-
nych w nadawie, jak i w koncentracie.

Wyniki wszystkich aproksymacji zamieszczono w tabelach 5—8 oraz na przyktadowym
wykresie (rys. 1).

Tabela 5. Rozktad zmiennej D w nadawie

Table 5.  Distribution of variable D in feed

et s | sty | P [ Dot [ Db
®,(d) [%] Fi(d) Fy*(d) [%]
2-3,15 9,4 9,4 10,46 13,58
3,15-6,3 21,97 31,37 23,75 29,26
6,3-8 9,45 40,82 39,35 38,58
8-10 9,24 50,06 50,48 46,90
10-12,5 10,21 60,27 62,37 58,30
12,5-14 3,08 63,35 70,19 63,63
14-16 8,17 71,52 77,58 69,94
1620 11,28 82,80 80,78 79,84
20-31,5 17,20 100 96,40 99,30




www.czasopisma.pan.pl P N www.journals.pan.pl

POLSKA AKADEMIA NAUK

Niedoba 2016 / Gospodarka Surowcami Mineralnymi — Mineral Resources Management 32(1), 137-154 143

Tabela 6. Rozktad zmiennej P w nadawie

Table 6.  Distribution of variable P in feed

Gooie | Wehsaky | Prinbems [ Dysohane [ Dy
p [g/em’] %] Dy(p) Fy(p) Fy*(p)
1,2-1,3 49,43 49,43 52,69 43,58
1,3-1,4 25,10 74,53 66,70 68,96
1,4-1,5 7,17 81,70 78,29 80,45
1,5-1,6 3,48 85,18 86,65 84,85
1,6-1,7 3,65 88,83 92,12 88,62
1,7-1,8 2,99 91,82 95,40 91,68
1,8-2,0 8,18 100 98,07 99,35
Tabela 7. Rozktad zmiennej D w koncentracie
Table 7.  Distribution of variable D in concentrate
T T
8 D3(d) [%] F5(d) F3%(d) [%]
2-3,15 7,71 7,71 8,91 10,47
3,15-6,3 21,32 29,03 21,29 27,67
6,3-8 9,23 38,26 36,58 36,34
8-10 9,58 47,84 47,84 45,94
10-12,5 10,67 58,51 60,15 56,12
12,5-14 1,85 60,36 69,46 61,52
14-16 9,66 70,02 76,25 68,01
16-20 11,18 81,20 85,10 77,61
20-31,5 18,80 100 96,41 99,21
Tabela 8. Rozktad zmiennej P w koncentracie
Table 8.  Distribution of variable P in concentrate
Gestosé Wychod Klasy D},/strybuanta Dystrybuanta Dystrybuanta
o [g/em?] (%] doswiadczalna teoretyczna teoretyczna
Dy(p) Fy(p) Fy*(p)
1,2-1,3 58,49 58,49 67,61 54,41
1,3-1,4 27,96 86,45 84,36 83,55
1,4-1,5 7,13 93,58 91,03 92,98
1,5-1,6 2,60 96,18 95,03 96,08
1,6-1,7 1,86 98,04 97,29 97,89
1,7-1,8 0,69 98,73 98,54 98,65
1,8-2,0 1,27 100 99,43 99,98
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Rys. 1. Porownanie dystrybuant dla zmiennej losowej D w nadawie

Fig. 1. Comparison of distribution functions for random variable D in feed

Wykorzystujac dystrybuanty rozktadu otrzymane metoda jadrowa, ktore daty doktad-
niejsza aproksymacj¢ dokonano aproksymacji rozktadu dwuwymiarowego wektora (D, P)
w nadawie i koncentracie. Rozktad teoretyczny uzyskano korzystajac z rozktadu Morgenster-
na o postaci (Kotz i in. 2000; Niedoba 2009; Tumidajski 1997; Tumidajski i Niedoba 2008):

(13)
F(d.p)=F (d)F (p)(1+u(1-F () (1- £ (p)))
% parametr p € [-1, 1].
Jezeli do wzoru Morgensterna (13) wstawimy w miejsce F(d) i Fh(p) dystrybuanty
F*(d), Fy*(p), F3*(d) oraz F4*(p) otrzymane metoda jadrowa i zadane wzorami, odpowied-
nio (9), (10), (11) i (12), oraz ustalajac optymalng warto$¢ 1 za pomoca metody najmniej-

szych kwadratéw otrzymujemy:
Dla wektora (D, P) w nadawie:

F(d)=FR (d)F (p)(1+0,4923(1—F1* (d))(1_F2* (p))) (14)
Dla wektora (D, P) w koncentracie:
B (d) =5 (d)F (p)(1+0.059(1- " (4))(1-7 () ) (15)

Wartosci dystrybuant do§wiadczalnych wektora (D, P) oraz ich teoretycznych aproksy-
macji zostaty zamieszczone w tabelach 9—12.
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Tabela 9. Dystrybuanta empiryczna wektora (D, P) w nadawie [%]

Table 9. Empirical distribution function of vector (D, P) in feed [%]
Gestosé Wielko$¢ ziarna d [mm)]
[gem] | 2315 |3,15-63 | 63-8 810 | 10-12,5 | 12,5-14 | 14-16 | 16-20 | 20-31,5
1,2-1,3 3,30 13,89 16,52 20,06 24,16 25,38 31,51 38,40 49,43
1,3-1,4 7,14 24,05 31,13 38,03 45,60 46,99 53,79 61,60 74,53
1,4-1,5 7,85 26,23 33,89 41,51 48,81 51,41 58,72 67,32 81,70
1,5-1,6 8,17 27,27 35,24 43,16 51,76 53,52 61,14 70,24 85,18
1,6-1,7 8,48 28,26 36,24 44,76 53,77 55,74 63,54 73,26 88,83
1,7-1,8 8,71 28,99 37,55 46,03 55,37 57,72 65,66 75,82 91,82
1,8-2,0 9,40 31,37 40,82 51,06 60,27 63,35 71,52 82,80 100

Tabela 10. Dystrybuanta teoretyczna F*(d, p) wektora (D, P) w nadawie [%]

Table 10. Theoretical distribution function F';*(d, p) of vector (D, P) in feed [%]
Gestosé Wielko$¢ ziarna d [mm)]
[g/em?’] 2-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,514 | 14-16 16-20 | 20-31,5
1,2-1,3 7,33 15,25 19,68 23,45 28,34 30,53 33,02 36,74 43,26
1,3-1,4 10,60 22,36 31,67 34,97 42,77 46,32 50,47 56,75 68,55
1,4-1,5 11,83 25,14 32,87 39,56 48,78 52,98 57,89 65,48 79,94
1,5-1,6 11,20 26,01 34,23 41,37 51,01 55,45 60,67 68,76 84,31
1,6-1,7 12,62 26,96 25,27 42,80 52,87 57,53 63,02 71,55 88,03
1,7-1,8 12,89 27,88 26,26 43,93 54,36 59,20 64,91 73,80 91,06
1,8-2,0 13,53 29,11 38,40 46,67 58,00 63,29 69,55 79,37 98,66

Tabela 11. Dystrybuanta empiryczna wektora (D, P) w koncentracie [%]

Table 11. Empirical distribution of vector (D, P) in concentrate [%]
Gestosé Wielko$¢ ziarna d [mm)]
[gem?’] 2-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,514 | 14-16 16-20 | 20-31,5
1,2-1,3 2,77 14,68 17,24 22,56 26,83 28,29 36,01 44,57 58,49
1,3-1,4 6,60 25,11 33,16 41,34 50,53 52,11 60,61 70,24 86,45
1,4-1,5 7,11 26,90 35,47 44,24 54,48 56,13 65,20 75,62 93,58
1,5-1,6 7,27 27,56 36,37 45,58 55,81 57,60 67,02 77,85 96,18
1,6-1,7 7,41 28,10 37,10 46,50 56,99 58,82 68,40 79,45 98,06
1,7-1,8 7,46 28,29 37,35 46,81 57,35 59,23 68,89 80,02 98,73
1,8-2,0 7,71 29,03 38,26 47,84 58,51 60,36 70,02 81,20 100
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Tabela 12. Dystrybuanta teoretyczna F,*(d, p) wektora (D, P) w koncentracie [%]

Table 12. Theoretical distribution /,*(d, p) of vector (D, P) in concentrate [%]

Gestosé Wielko$¢ ziarna d [mm]

3
lg/em’] | 5 315 [3,15-63 | 63-8 | 810 | 10-12,5 | 12,5-14 | 14-16 | 1620 | 20-31,5

1,2-1,3 5,83 15,35 20,11 25,36 30,89 33,82 37,32 42,48 53,99

1,3-1.4 8,96 23,28 30,55 38,58 47,09 51,59 57,00 64,98 82,90

1,4-1,5 9,71 25,80 33,88 42,81 52,28 57,29 63,32 72,23 92,25

1,5-1,6 10,08 26,62 34,97 44,19 53,97 59,16 65,39 74,01 95,32

1,6-1,7 10,26 27,11 35,60 45,00 54,96 60,24 66,59 75,99 97,11

1,7-1,8 10,33 27,31 35,87 45,34 55,38 60,71 67,11 76,58 97,87

1,8-2,0 10,46 27,66 36,33 45,93 56,11 61,51 68,00 77,59 99,19

Bledy przyblizen dystrybuant empirycznych dystrybuantami teoretycznymi w tym
przypadku wynosza, odpowiednio s, = 2,60 dla nadawy oraz s, = 2,45 dla koncentratu.
Mozna wigc wywnioskowaé, ze aproksymacje metoda jadrowa réwniez w przypadku dwu-
wymiarowym przynosza wystarczajaco doktadne wyniki.

4. Powierzchnia rozdzialu

Na podstawie otrzymanych wynikéw aproksymacyjnych mozna okresli¢ powierzchnie
rozdzialu materiatu, czyli wegla, uwzgledniajac wielko$¢ i ggstos$¢ ziarna (Drzymata 2001;
Tumidajski 1997). Powierzchnia rozdziatu opisana jest wzorem

fi(d.p)
td.p)=rn—"71—= (16)
(.#) fa(d.p)
Y fid, p) — funkcja gestosci rozkladu wektora (D, P) w koncentracie,
fad,p) — funkcja gestosci rozktadu (D, P) w nadawie,

Y — wychdd koncentratu.

Funkcja gestosci rozktadu Morgensterna jest zadana wzorem (Kotz i in. 2000; Tumidaj-
ski 1997):

f(d.p)=£(d) £ (p)(1+ u(1-2F (d))(1-2F> (p))) (17)

Wykorzystujac wyniki uzyskane za pomocg aproksymacji jadrowej rozktadu wektora
(D, P) otrzymujemy



www.czasopisma.pan.pl P N www.journals.pan.pl

Y
Niedoba 2016 / Gospodarka Surowcami Mineralnymi — Mineral Resources Management 32(1), 137-154 147
* % % % 18
Seldop)= 157 (@) 13" (p) 1+0.059(1-25 (a)) (12" () 1
gdzie:
£ (d)=(F (@) = (19)

(d-d;)" d)2 2 (d—d;)
~0,012 T4
100hJ_ 2’3 eXp{ 2 2713 xp 22.04

i=1

gdzie n;; oznacza wychod i-tej klasy ziarnowej w koncentracie, a d; srodek tej klasy, nato-
miast

fa (p)= (F4* (P)) = (20)

(p-p) (p-p1)°
100h\/_ Z it Xp[ 242 0089;"14 Pl 0.004

Y ony — wychdd i-tej frakcji gestosciowej w koncentracie,
Y op; — $rodek tej frakcji,
L F 3*(d) oraz F,"(p) — dystrybuanty zmiennych D i P w koncentracie, otrzymane

metoda jadrowa i zadane sg one wzorami,
odpowiednio (11) i (12).

Analogicznie dla nadawy otrzymujemy
fu(dop)=£7(d) 1" (p)(l +04923(1-2F(d))(1-25," (p))) @D

gdzie

A(d)=(R"(a)) = 22

(d-d;)" (d-d;)’
Z 1exp| — =0 012anexp —
100hJ_ ’ 242 = 21,65

oraz
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5P =(R"(p)) = @3)

S N ) NP N (V-
10027 57 e e 0,0098

% F,"(d) oraz F5"(p) dystrybuanty zmiennych D i P w nadawie, otrzymane

za pomoca metody jadrowej, a zadane wzorami,

odpowiednio (9) i (10),
nj — wychdd i-tej klasy ziarnowej w nadawie,
njy — wychdd i-tej frakcji gestosciowej w nadawie.

Wstawiajac (17) 1 (19) oraz wychod koncentratu vy, = 0,733 do wzoru na powierzchnig
rozdziatu (16) otrzymujemy jej rownanie

0,733 5" (d) fy' (p)(1+0,059(1—2F3* (d))(1—2F4* (p))) 24)

A (p)(1+0,4923(1—2F1* (a))(1-25" (p)))

t(d,p)=

Wyniki aproksymacji funkeji gestosci fi(d, p) oraz f,(d, p) przedstawiono w tabelach
13 i 14, natomiast wartosci liczbowe powierzchni rozdzialu zamieszczono w tabeli 15. Wy-
kres powierzchni przedstawiono na rysunku 2.

Tabela 13. Funkcja gestosci f;(d, p) rozktadu wektora (D, P) w koncentracie [%]

Table 13. Statistical density function fi(d, p) of vector (D, P) distribution in concentrate [%]

Gestosé Wielko$¢ ziarna d [mm)]

[gem’] | 545 6,3 8 10 12,5 14 16 20 31,5
13 2664 | 2124 | 2052 | 1831 | 1552 | 1421 | 1257 | 857 | 207
1.4 6,71 8,67 8,42 7,57 6,46 5,94 527 | 362 | 089
1,5 1.91 2,47 2,41 2,17 1,86 171 1,52 | 104 | 026
16 0,85 1,10 1,10 0,97 0,83 0,76 0,68 | 047 | 0,12
1.7 0,48 0,62 0,62 0,54 0,46 043 038 | 026 | 0,06
1,8 0,17 0,22 022 0,19 0,15 0,15 013 | 009 | 002
2,0 0,04 0,05 0,05 0,04 0,03 0,03 003 | 002 | 0004
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Tabela 14. Funkcja gestosci f,,(d, p) rozktadu wektora (D, P) w nadawie [%]
Table 14. Statistical density function f,,(d, p) of vector (D, P) distribution in feed [%]
Gestosé Wielko$¢ ziarna d [mm]
[gem’] | 35 6.3 8 10 12,5 14 16 20 31,5
1,3 21,52 18,31 17,08 14,81 12,31 10,97 9,60 6,36 1,46
1.4 6,43 8,49 8,31 7,52 6,62 5,95 5,44 3,79 0,90
1.5 2,16 3,15 3,00 2,71 2,56 2,31 2,10 1,49 0,37
1,6 1,25 1,81 1,80 1,67 1,53 1,41 1,30 0,92 0,29
1,7 0,98 1,41 1,46 1,35 1,24 1,16 1,06 0,76 0,19
1,8 0,97 1,42 1,47 1,38 1,28 1,19 1,09 0,79 0,20
2,0 0,47 0,72 0,75 0,72 0,68 0,64 0,59 0,43 0,16
Tabela 15. Powierzchnia rozdziatu t(d, p)
Table 15. Partition surface t(d, p)
Gestosé Wielkos$¢ ziarna d [mm]
[gem’] | 35 6.3 8 10 12,5 14 16 20 31,5
1,3 89,50 84,91 86,86 89,39 91,15 93,65 94,66 97,42 99,53
1,4 74,45 73,83 73,25 72,78 70,55 72,15 70,04 69,06 71,50
1,5 63,93 56,49 58,08 56,64 52,53 53,52 52,33 50,46 50,80
1,6 49,16 43,94 42,98 41,49 39,22 38,97 37,82 26,94 29,92
1,7 35,41 31,79 29,71 28,92 26,82 26,30 25,92 24,73 22,83
1,8 12,67 11,20 10,33 9,95 9,60 9,11 8,62 8,23 7,23
2,0 8,51 5,02 4,82 4,01 425 3,38 3,67 3,36 2,89

Na otrzymanym wykresie powierzchni mozna zaobserwowacé, ze charakter zaleznosci
w tym przypadku jest liniowy i w zasadzie mozna byloby go przyblizy¢ rownaniem ptasz-
czyzny. Nalezatoby sprawdzi¢ podobne przypadki dla materialéw otrzymanych z innych
procesow przerobczych. Ogolnie jednak mozna powiedzie¢, ze jezeli ustalimy wielko$é
ziarna d = dj, to biorac przekroj powierzchni t(d, p) ptaszczyzna d = d;, otrzymamy krzywe
rozdziatu w poszczeg6lnych klasach ziaren.

Wskaznikiem doktadnosci, ktory mozna wyznaczy¢ z krzywej rozdziatu jest rozprosze-

nie prawdopodobne E, zdefiniowane jako:
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Rys. 2. Powierzchnia rozdziatu t(d, p)

Fig. 2. Partition surface t(d, p)

p(r(p|dk) = 25)—p(r(p|dk) = 75)
2

E=

Y p(pldy) = 25) i p(x(pldy) = 75) sa warto$ciami obliczonymi z rownan

(p, dy) = 0,75 oraz t(p, d;) = 0,25.

Obliczone wartosci przedstawiono w tabeli 16.

Tabela 16. Warto$¢ rozproszenia prawdopodobnego £

Table 16. Value of probable error £

25)

Wielkos¢ ziarna d T75(pldy) To5(pldy) pr;‘:gg ;(;ZZ:;;Z 5

3,15 1,389 1,745 0,178

6,3 1,389 1,750 0,181

8,0 1,387 1,724 0,168
10,0 1,387 1,739 0,176
12,5 1,378 1,718 0,170
14,0 1,392 1,710 0,159
16,0 1,380 1,684 0,152
20,0 1,379 1,698 0,154
31,5 1,388 1,669 0,141

Na podstawie obliczonych warto$ci mozna utworzy¢ krzywa zalezno$ci rozproszenia

prawdopodobnego od wielkosci ziarna, przedstawiong na rysunku 3.
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rozproszenie prawdopodobne E
o o
I

0 5 10 15 20 25 30 35

wielko$¢ ziarna d [mm]

Rys. 3. Krzywa rozproszenia prawdopodobnego E(d)

Fig. 3. Curve of probable error E(d)

Z zaleznosci tej wynika, ze bardziej doktadny rozdziat nastapit w klasach o wiekszych
wielkos$ciach ziarna (d = 14, 16, 20, 31,5 mm), mniej doktadny natomiast w klasach ziaren
drobnych (d = 3,15; 6,3 mm).

Whioski

Dzigki zastosowaniu nieklasycznych metod statystycznych w pracy przedstawiono ana-
lityczne postacie dystrybuant rozktadéw warunkowych i za ich pomoca okreslono funkcje
gestosci rozktadu wektora (D, P) w nadawie oraz koncentracie. Pozwolito to przedstawic¢
analitycznie dwuczynnikowa powierzchni¢ rozdziatu. Tego rodzaju operacje dajg szansg
na bardziej wnikliwa analiz¢ operacji rozdziatu materiatu uziarnionego, a tym samym na
lepsze sterowanie procesem. Dalsze badania w tym temacie sag w toku.

Artykut zostat opracowany w ramach projektu pracy statutowej nr 11.11.100.276
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WYZNACZENIE POWIERZCHNI ROZDZIALU MATERIALU UZIARNIONEGO
ZA POMOCA NIEKLASYCZNYCH METOD APROKSYMACJI
FUNKCJI ROZKEADOW WIELKOSCI I GESTOSCI ZIARNA

Stowa kluczowe
powierzchnia rozdziatu, nieklasyczne metody statystyczne, metody jadrowe, wegiel, osadzarka
Streszczenie

W pracy poddano analizie materiat uziarniony, ktorym byt wegiel kamienny pobrany z jedne;j
z kopaln Gérnego Slaska. Wegiel zostat pobrany z osadzarki miatowej, gdzie zostal rozdzielony na
koncentrat i odpad. Poddano go przesiewaniu, a nastgpnie rozdzialowi w cieczach cigzkich. Zaréwno
sktad ziarnowy, jak i gesto$ciowy nadawy oraz koncentratu zostal zaproksymowany kilkoma kla-
sycznymi rozktadami statystycznymi. Najlepsze rezultaty otrzymano przy zastosowaniu rozktadu
Weibulla (RRB). Jednakze — ze wzgledu na niezadowalajaca jakos¢ aproksymacji — zdecydowano si¢
na zastosowanie nieparametrycznych metod statystycznych, ktore staja si¢ coraz czgsciej stosowa-
nymi alternatywami w badaniach statystycznych. W pracy zastosowano nieparametryczne metody
jadrowe, a jako funkcje jadrowa przyjeto jadro Gaussa. Metoda jadrowa, stosunkowo nowa, data
znacznie lepsze wyniki aproksymacji niz klasyczne rozklady statystyczne przy zastosowaniu meto-
dy najmniejszych kwadratow. Zaréwno klasyczne, jak i nieparametryczne otrzymane aproksymanty
zostaly ocenione za pomoca $redniego bledu kwadratowego, ktorego wartosci $wiadcza o tym, ze
dostatecznie dobrze przyblizaja one wartosci otrzymane empirycznie. Tak okreslone postacie funkeji
postuzyly nastepnie do wyznaczenia dystrybuanty teoretycznej dla wektora (D, P), gdzie D — oznacza
zmienna losowa opisujaca wielkos$¢ ziarna, a P — jego gestos¢. Rowniez i ta aproksymacja w sposob
zadowalajacy oddata rzeczywistos¢. Dlatego postuzyla ona do wyznaczenia réwnania powierzch-
ni rozdziatu, zaleznej od obu zmiennych, wielkos$ci 1 gestosci ziarna, opisujacych badany materiat.
Otrzymana powierzchnia §wiadczy o tym, ze mozliwa jest ocena procesu rozdziatu, jaki zachodzi
podczas operacji przerébczych za pomoca wigcej niz jednej cechy badanego materiatu, a ponadto jej
jakos¢ potwierdza, ze stusznym byt wybor nieparametrycznych metod statystycznych jako alternaty-
wy dla powszechnie stosowanych metod aproksymacyjnych.
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DETERMINATION OF PARTITION SURFACE OF GRAINED MATERIAL BY MEANS
OF NON-CLASSICAL APPROXIMATION METHODS
OF DISTRIBUTIONS FUNCTIONS OF PARTICLE SIZE AND DENSITY

Keywords

partition surface, non-classical statistical methods, kernel methods, coal, jig

Abstract

In this paper, the grained material analyzed was hard coal collected from one of the mines located
in Upper Silesia. Material was collected from a dust jig where it was separated in industrial conditions
by concentrate and waste. It was then screened in sieves and it was separated in dense media into
density fractions. Both particle size distribution and particle density distribution for feed and concen-
trate were approximated by several classical distribution functions. The best results were obtained by
means of the Weibull (RRB) distribution function. However, because of the unsatisfying quality of
approximations it was decided to apply non-parametric statistical methods, which became more and
more popular alternative methods in conducting statistical investigations. In the paper, the kernel
methods were applied to this purpose and the Gauss kernel was accepted as the kernel function. Ker-
nel method, which is relatively new, gave much better results than classical distribution functions by
means of the least squared method. Both classical and non-parametric obtained distribution functions
were evaluated by means of mean standard error, the values of which proved that they sufficiently well
approximate the empirical data. Such function forms were then applied to determine the theoretical
distribution function for vector (D, P), where D is the random variable describing particle size and
P — its density. This approximation was sufficiently acceptable. That is why it served to determine the
equation of partition surface dependent on particle size and particle density describing researched
material. The obtained surface proves that it is possible to evaluate material separation which oc-
curs during mineral processing operations, such as jigging, by means of more than one feature of
researched material. Furthermore, its quality confirms that it is justified to apply non-parametric sta-
tistical methods instead of commonly used classical ones.



