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STRUKTURA ZBIORU WEKTOROW CEN ROWNOWAGI
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1. WSTEP

Rynki, na ktdrych wystepuje skonczona liczba niepodzielnych doébr, od dawna
cieszyty sie zainteresowaniem ekonomistow (zob. np. Shapley, Shubik, 1971/72, str.
124), chociaz bardziej intensywne badania w tym zakresie wykorzystujace metody
matematyczne rozwinely sie dopiero wraz z rozwojem teorii gier.2

W tradycyjnej, neoklasycznej teorii rynkéw débr podzielnych wykorzystuje sie
silne narze¢dzia analityczne (np. twierdzenia o punkcie statym), ktorych nie da sie
wykorzysta¢ do matematycznej analizy rynkow dobr niepodzielnych. Z tego punktu
widzenia teoria rynkoéw débr niepodzielnych moze byé¢ w jakims sensie uwazana za
Hrudniejsza”, gdyz wymaga stosowania specjalnych, osobnych narzedzi (najczesciej
kombinatorycznych) dla kazdego rodzaju modelu.

W teorii rynkéw débr niepodzielnych, tak jak i w teorii rynkow débr podzielnych,
typowe pytania dotycza probleméw réwnowagi konkurencyjnej (warunki istnienia
réownowagi, metody dochodzenia do réwnowagi). W podejsciach teoriogrowych
poszukuje si¢ tez rozwigzan stabilnych, tzn. nalezacych do rdzenia odpowiedniej gry
(zob. np. Shapley, Shubik, 1971/72; Shapley, Scarf, 1974).

Bardzo prosty model rynku débr niepodzielnych przedstawit Gale w swojej znanej
ksigzce (1960)3. W modelu Gale’a dany jest skonczony zbiér kupujacych K i skon-
czony zbiér débr D oraz liczby v(k, d) (okreslone dla kazdego kupujacego k € K
i kazdego dobra d € D). interpretowane jako (wyrazone w pienigdzu) wartosci dobr
dla poszczegélnych kupujacych. Ceny dobr p(d) sa cenami réwnowagi, jesli kaz-
demu kupujacemu k przydzielone jest dobro d maksymalizujace liczbe v(k,d) — p(d)
(i przydziat jest jedno-jednoznaczny, zob. def. 1). Preferencje kupujacych sa wiec

1 Projekt zostat sfinansowany ze srodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie
decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/00812.

2 Klasyczne, czesto cytowane do dzisiaj prace wykorzystujace podejscie teoriogrowe do analizy
rynkéw doébr niepodzielnych, to prace Shapleya i Shubika (1971/72) oraz Shapleya i Scarfa (1974).

3 Istnieje przekiad polski: Teoria liniowych modeli ekonomicznych, PWN, Warszawa 1969 (model,
0 ktébrym mowa jest opisany w rozdziale V, str. 192-194).
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okreslone za pomocg ,,zyskow” v(k, d) — p(d)* (im wigkszy ,,zysk” z zakupu dobra d,
tym bardziej kupujacy k jest gotowy do zakupu tego dobra).

Model Gale’a zostat rozbudowany do postaci ,,teoriogrowej” w pracy Shapleya
i Shubika (1971/72), gdzie zostata przeprowadzona szczeg6towa analiza rdzenia
odpowiedniej ,,gry rynkowej” (graczami sa kupujacy, a takze sprzedajacy bedacy wia-
scicielami débr ze zbioru D). Modele bedace rozwinigciem modelu Shapleya-Shubika
(S.-S.) sa intensywnie badane w ostatnich latach®. Bada si¢ m.in. zwiazki migdzy
réwnowagami konkurencyjnymi (walrasowskimi), a r6znego rodzaju rozwiazaniami
stabilnymi dla tych modeli (zob. np. Camina, 2006; Sotomayor, 2007). Modele te zna-
lazty tez zastosowanie przy analizie rynkéw aukcyjnych (zob. np. Mishra, Garg, 2006;
Andersson, Erlanson, 2013). Mishra i Talman (2010) zbadali geometryczna strukture
zbioru wektoréw cen rownowagi (walrasowskiej) dla modeli typu Shapleya-Shubika
(m.in. pokazali, ze jest on zbiorem wypuktym).

W artykule zajmuje si¢ innym modelem rynku dobr niepodzielnych, kto-
rego pierwowzorem jest model rekrutacji kandydatéw do szk6t opisany w pracy
Gale’a i Shapleya (1962). W modelu tym (ktéry nazywam modelem rynku typu
Gale’a-Shapleya lub w skrécie modelem G.-S.), przedstawionym w pracy Switalskiego
(2014), okreslone sa ceny graniczne r(k, d), gdzie liczba r(k, d) jest interpretowana
jako maksymalna cena, ktora kupujacy k gotowy jest zaptaci¢ za dobro d, a takze
preferencje kupujacych w zbiorze D okreslone jako liniowe porzadki. Preferencje sa
tutaj dane z gory i nie zalezg od liczb r(k, d) — p(d), sa wiec, podobnie jak w neokla-
sycznej teorii wyboru konsumenta, niezalezne od cen. Kupujacy wybiera najlepsze
dobro sposrod tych, ktére spetniajg warunek r(k, d) > p(d). Liczby r(k, d) moga
wiec byc¢ traktowane jako ograniczenia budzetowe (w przeciwienstwie do neokla-
sycznej teorii wyboru konsumenta ograniczenia te moga by¢ tutaj rézne dla réznych
débr).

W modelu tym tatwo mozna zdefiniowaé rdwnowage walrasowska jako taki jed-
no-jednoznaczny przydziat débr kupujacym, przy ktérym kazdy kupujacy k otrzymuje
najlepsze dla niego dobro wsrod wszystkich dobr d spetniajacych warunek r(k, d)
— p(d) > 0. W pracy Switalskiego (2014) udowodniono, ze alokacje tak okreslonej
rownowagi sg skojarzeniami stabilnymi w sensie Gale’a-Shapleya (i na odwrot).

W przedstawionym artykule poréwnuje model Gale’a z modelem typu Gale’a-
-Shapleya oraz badam geometryczng strukture zbioru wektorow cen rownowagi dla
modelu typu G.-S. Najwazniejsze wyniki dotyczace wiasnosci tego zbioru zawarte
sa W punkcie 5. Tam tez przedstawitem twierdzenie (tw. 3), ktore charakteryzuje ten
zbidr jako roztaczng sume odpowiednich prostopadtoscianéw (a wigc nie musi on

4 Shapley i Shubik (1971/72) uzywaja na okreslenie tej réznicy terminéw ,profit” lub ,gain”.
W polskim ttumaczeniu ksigzki Gale’a (1960) uzyto terminu ,,doch6d”. W literaturze dotyczacej modeli
Shapleya-Shubika wystepuja czesto terminy ,,payoff” lub ,,surplus”.

5 W bazie czasopism wydawnictwa Elsevier znajduje si¢ 10 artykutéw opublikowanych w latach
2011-2013 poswigconych modelom S.-S. i ich uogélnieniom.
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by¢ zbiorem wypuktym, co oznacza, ze struktura tego zbioru jest istotnie r6zna od
analogicznej struktury dla modeli typu S.-S.).

2. MODEL GALE’A

W modelu Gale’a dany jest skonczony zbidr kupujacych K i skonczony zbi6r débr
D. Oba zbiory sg réwnoliczne. Dobrami moga by¢ np. domy, konie, dzieta sztuki itp.
Kazdy kupujacy zamierza naby¢ doktadnie jedno dobro. Dla kazdego kupujacego
k € Ki kazdego dobra d € D okreslona jest liczba v(k, d) > 0, kt6ra interpretujemy
jako wartos¢ dobra d dla kupujacego k.

Zatdzmy, ze dla kazdego dobra d € D zostata okreslona cena p(d) > 0. Wektor
p ze wspotrzednymi p(d) (indeksowanymi przez elementy zbioru D) bedziemy nazy-
wali wektorem cen. ,,Zysk” kupujacego k zwigzany z zakupem dobra d po cenie
p(d) okreslamy jako z(k, d) = v(k, d) — p(d). Dla danego wektora cen p i danego
kupujacego k okreslamy zbidér dobr dopuszczalnych dla k jako

F(p,k)={d e D: z(k, d) >0 }.
Jesli F(p, k) = &, to zbidr dobr optymalnych dla kupujacego k okreslamy jako:
Opt (p, k) ={ d € F(p, k): z(k, d) > z(k, ¢) dla kazdego ceF(p, k)}.
Dla danego dobra d € D okreslamy tez zbidr popytowy jako:
D(p, d) ={k € K: d € Opt (p, k) }.

Zbior popytowy dla d jest zbiorem kupujacych, dla ktérych d jest (przy danych
cenach) dobrem optymalnym, a wiec takim ktére ci kupujacy gotowi byliby
nabyc¢.

Réwnowage otrzymujemy jesli kazdemu kupujacemu mozna przydzieli¢, w spo-
sob jedno-jednoznaczny, jakies dobro, ktére jest dla niego optymalne. Formalnie
mozna to przedstawi¢ za pomoca nastepujacych definicji.

Definicja 1. Wektor p nazywamy wektorem cen réwnowagi w modelu Gale’a, jesli
istnieje taka bijekcja u: K — D , ze dla kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt (p, k).
Definicja 2. Jesli p jest wektorem cen réwnowagi, to taka bijekcje u: K — D, ze dla
kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt (p, k) nazywamy alokacja réownowagi (walrasow-
skiej) zwiazana z cenami p.

6 Shapley i Shubik (1971/72) traktuja v(k, d) jako (wyrazona w pieniadzu) subiektywna oceng
uzytecznosci dobra d, ktéra odrézniaja od oszacowania przez kupujacego k rynkowej wartosci dobra d.
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Gale (1960) udowodnit (zob. tez Shoham i Leyton-Brown, 2009), ze tak zdefiniowane
alokacje rownowagi sa rozwiagzaniami klasycznego zagadnienia przydziatu (zob. np.
Sikora, 2008, str. 190).

Definicja 3. Wartoscia bijekcji u: K — D nazywamy liczbg

v(u) = Zy € g v(k, u(k)).

Wartoscia bijekcji u jest wiec suma wartosci dobr nabywanych przez kupujacych
w wyniku transakcji wyznaczonych przez bijekcje u.

Definicja 4. Bijekcja u: K — D nazywa si¢ alokacja optymalna, jesli dla dowolnej
bijekcji w: K — D mamy v(u) > v(w).

Twierdzenie 1. (Gale, 1960).

W modelu Gale’a alokacja u: K — D jest alokacja réwnowagi (dla pewnych cen
rownowagi p) wtedy i tylko wtedy, gdy jest alokacja optymalna.
Alokacja rownowagi jest wiec w modelu Gale’a sposobem przydziatu dobr kupuja-
cym, ktory maksymalizuje sumarycznag wartos¢ przydzielonych ddbr. Innymi stowy,
jest to optymalne rozwiazanie zagadnienia przydziatu dla macierzy {v(k, d)}.

3. MODEL TYPU GALE’A-SHAPLEYA

W modelu tym zaktadamy, podobnie jak to zrobit Gale w swoim modelu, ze dane
sg skonczone, réwnoliczne zbiory K i D (zbior kupujacych i zbi6r dobr) oraz, ze
kazdy kupujacy chciatby naby¢ doktadnie jedno dobro. Zaktadamy tez, ze dla kazdego
kupujacego k € K i kazdego dobra d € D okreslona jest liczba r(k, d) > O interpre-
towana jako maksymalna kwota jaka kupujacy k gotowy jest przeznaczy¢ na zakup
dobra d. Liczbe r(k, d) bedziemy nazywali ceng graniczng (termin ten jest uzywany
w polskiej literaturze ekonomicznej jako odpowiednik angielskiego reservation price).

Liczby r(k, d) moga by¢ rézne od liczb v(k, d) wystepujacych w modelu Gale’a,
chociazby ze wzgledu na ograniczenia budzetowe, ktére kupujacy k musi bra¢ pod
uwage. Roznice miedzy liczbami r(k, d) i liczbami v(k, d) wystepujacymi w modelu
Gale’a najprosciej wyjasni¢ na przyktadzie. Zat6zmy np., ze kupujacy k rozwaza
zakup dwoch doméw A i B, Jego subiektywna wartos¢ domu A wynosi 1 min zi
(v(k, A) = 1), a wartos¢ domu B — 800 tys. zt (v(k, B) = 0,8). Kupujacy k moze
przeznaczy¢ na zakup domu maksymalnie 800 tys. zt. Dom A jest gotowy do zamiesz-
kania, natomiast dom B wymaga remontu, ktérego koszt kupujacy k ocenia na 100
tys. zt. Jesli wiec kupujacy nie chce ponosi¢ dodatkowych kosztow, to moze wydaé
na dom B faktycznie jedynie 700 tys. zt, wowczas r(k, A) = 0,8, r(k, B) = 0,7.

7 Domy sa przyktadem débr niepodzielnych szczegélnie czesto wykorzystywanym w klasycznych
pracach, np. u Gale’a (1960) lub Shapleya i Shubika (1971/72). Oczywiscie zaktadamy tutaj, ze dom
moze by¢ kupiony tylko w catosci.
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W praktyce liczby v(k, d) moga by¢ dla kupujacych trudniejsze do okreslenia niz
liczby r(k, d), sa bardziej ,,nieuchwytne” (podobnie jak uzytecznosci, ktérymi operuje
teoria konsumenta). Wydaje sig, ze w wielu sytuacjach fatwiej datoby si¢ uzyskaé od
kupujacych informacje o cenach granicznych niz o subiektywnych wartosciach débr
(np. od kupujacych przystepujacych do aukcji, oczywiscie kupujacy, z wiadomych
wzgleddw, staraja si¢ zwykle zachowa¢ te¢ informacje dla siebie).

Oprdcz liczb r(k, d) w modelu G.-S. okreslone sg preferencje kupujacych w zbio-
rze dobr. Zaktadamy, ze dla kazdego kupujacego k € K okreslony jest liniowy porza-
dek w zbiorze D oznaczony symbolem >, . Oznacza to, ze dla dowolnych dwaoch
roznych dobr ¢, d € D zachodzi doktadnie jedna z dwdch mozliwosci: kupujacy
k woli ¢ od d (tzn. ¢ >, d) lub woli d od ¢ (d > c). Preferencje sa tutaj dane z gory,
wyrazajg subiektywne upodobania kupujacych i nie zalezg od cen p(d).

W modelu Gale’a preferencje sa wyznaczone za pomoca ,,zyskéw” z(k, d) =
v(k, d) — p(d). W modelu G.-S. preferencje nie zalezg ani od liczb r(k, d) ani od
roznic r(k, d) — p(d). Liczby r(k, d) mozna tutaj traktowa¢ podobnie jak ograniczenia
budzetowe w neoklasycznej teorii wyboru konsumenta (przy czym ograniczenia moga
by¢ rézne dla réznych débr). Kupujacy, podobnie jak konsument w zadaniu maksy-
malizacji uzytecznosci, wybiera, zgodnie ze swoimi preferencjami, najlepsze dobro
w zbiorze débr dopuszczalnych, tzn. takich ktére moze zakupi¢ w ramach istniejacych
ograniczen budzetowych.

Przedstawimy teraz pewne pomocnicze definicje, za pomocg ktérych bedzie mozna
zdefiniowa¢ rownowage w modelu G.-S. Dla danego wektora cen p i danego kupujacego
k okreslamy zbiér débr dopuszczalnych jako

F(p, k) ={d € D: r(k, d) > p(d) }.
Jesli F(p, k) # &, to zbidr dobr optymalnych dla kupujacego k okreslamy jako:
Opt (p, k) ={ d € F(p, k): d > c dla kazdego ceF(p, k) }.

Zauwazmy, ze W tym przypadku zbi6r Opt (p, k) jest zawsze jednoelementowy (gdyz
>, sa liniowymi porzadkami). Dla danego d € D okreslamy zbior popytowy jako

D(p, d) = {k e K: d e Opt (p, k) }.

Zauwazmy, ze poniewaz zbiory Opt (p, k) sa jednoelementowe, wigc zbiory D(p, d)
sg roztaczne (dla r6znych d).
Definicja 5. Ceny p w modelu G.-S. sg cenami rownowagi, jesli istnieje taka bijekcja
u: K — D, ze dla kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt (p, k).

Réwnowaznie mozna zdefiniowaé ceny réwnowagi jako takie ceny p, ze wszyst-
kie zbiory D(p, d) (dla d € D) sa jednoelementowe (zob. Switalski, 2014).
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Bijekcje, o ktdrej mowa w def. 3.1, podobnie jak w modelu Gale’a, nazywamy
alokacja rownowagi (walrasowskiej) zwigzana z cenami p.

Model G.-S. jest wzorowany na klasycznym modelu rekrutacji kandydatow do
szkot opisanym przez Gale’a i Shapleya (1962) (zob. tez Switalski, 2014). W modelu
rekrutacji liczba r(k, d) moze by¢ interpretowana jako liczba punktéw, ktora posiada
kandydat z przedmiotéw wymaganych przez szkote d (,,budzet” kandydata), a p(d)
— jako minimalna liczba punktéw wymaganych przez szkolg d przy przyjmowaniu
kandydatow (,,cena” miejsca w szkole d). Réznica miedzy przedstawionym modelem,
a modelem rekrutacji polega na tym, ze w modelu rekrutacji szkoty przyjmuja wielu
kandydatow (tzn. jesli traktowaé d jako miejsce w pewnej szkole, to mamy tutaj wiele
identycznych ,,kopii” dobra d).

W modelu G.-S. réwnowagi sg zwigzane z pojeciem skojarzenia stabilnego wpro-
wadzonym przez Gale’a i Shapleya (1962).

Definicja 6. Bijekcja u: K — D nazywa si¢ skojarzeniem stabilnym, jesli nie istnieje
taka para (k, d) € K x D, ze d >, u(k) oraz r(k, d) > r(l, d), gdzie | jest takim kupu-
jacym, ze u(l) = d.

Istnienie pary (k, d) takiej jak w powyzszej definicji oznaczatoby, ze kupujacy k woli
naby¢ dobro d, a nie dobro u(k), ktére otrzymuje w alokacji u, a jednoczesnie jest
gotowy za to dobro zaptaci¢ wiecej niz kupujacy |, ktéry dobro to nabyt. W takiej
sytuacji alokacja u nie jest najkorzystniejsza ani z punktu widzenia kupujacego k, ani
wiasciciela dobra d. Brak tego rodzaju par (k, d) gwarantuje wiec, ze zaréwno kupu-
jacy, jak i wiasciciele dobr nie beda sktonni do zmiany istniejacego uktadu transakcji.

Przy zatozeniu, ze dla kazdego ustalonego d € D wszystkie ceny r(k, d) (dla
wszystkich k e K) sa r6zne, mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie bedace pewna
analogia do twierdzenia 1 (zob. Switalski, 2014).

Twierdzenie 2. W modelu G.-S. alokacja u: K — D jest alokacjg réwnowagi
(dla pewnych cen réwnowagi p) wtedy i tylko wtedy, gdy u jest skojarzeniem
stabilnym.

4, WEKTORY CEN ROWNOWAGI W MODELU G.-S.

Na ogdét w modelach réwnowagi jednej alokacji réwnowagi odpowiada wiele
roznych wektorow cen rownowagi. Na przyktad w klasycznym modelu wymiany
Arrowa-Hurwicza zbiér wektoréw cen rownowagi jest stozkiem, to znaczy jesli p jest
wektorem rownowagi, to réwniez wszystkie wektory postaci Ap (A > 0) sag wektorami
réwnowagi®. W modelach typu Shapleya-Shubika (bedacych rozwinieciem modelu
Gale’a) zbiory wektorow cen réwnowagi sa wypuktymi kratami zupetnymi, w szcze-

8  Zwykle méwi sie w tym przypadku, ze istnieje doktadnie jeden wektor cen réwnowagi wyzna-
czony z doktadnoscia do statej.
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golnosci dla danej alokacji rownowagi istnieja maksymalny i minimalny wektory cen
rownowagi (zob. np. Mishra, Talman, 2010).

Zbadamy teraz strukture zbioru wektoréw cen réwnowagi dla modelu G.-S. Roz-
poczniemy od przyktadu.
Przyklad. (Switalski, 2014) Zat6zmy, ze mamy trzech kupujacych: A, B, C oraz trzy
domy na sprzedaz: X, Y, Z. Maksymalne ceny jakie kupujacy sa gotowi zaoferowaé
za poszczegO6lne domy przedstawione sg w tabeli 1.

Tabela 1.
Ceny graniczne kupujacych (w tys. zt)
X Y z
A 850 750 850
B 700 800 800
C 900 700 700

Preferencje kupujacych sa nastepujace: A: XYZ, B: YXZ, C: ZYX (kupujacemu
A najbardziej odpowiada dom X, nastepnie Y, a na koncu Z itd.). Latwo sprawdzi¢,
ze jedynymi skojarzeniami stabilnymi sa w tym przypadku u: A - X, B - Y,
C—>ZorazviA—>Z B —> Y, C— X. Sgto wiec (na podstawie twierdzenia 2)
rowniez jedyne alokacje rbwnowagi. Rozwazmy wektor cen p = (850, 750, 700) (tzn.
cena domu X jest réwna p(X) = 850, cena Y = p(Y) = 750, cena Z = p(Z) = 700).
Zbiory domoéw dopuszczalnych dla poszczeg6lnych kupujacych sa dla wektora p
nastgpujace: F(p, A) = {X, Y, Z}, F(p, B) = {Y, Z}, F(p, C) = {X, Z}. Mamy wigc
domy optymalne: Opt (p, A) = {X}, Opt (p, B) = {Y}, Opt (p, C) = {Z}. Stad zbiory
popytowe sg nastepujace: D(p, X) = {A}, D(p, Y) = {B}, D(p, Z2) = {C}. Wida¢ wigc,
ze ceny p sa cenami rdwnowagi dla alokacji rownowagi u. Latwo sprawdzi¢, ze zbior
wszystkich wektoréw cen rownowagi dla alokacji u jest prostopadto$cianem postaci

EQ(u) = [0, 850] x [0, 800] x [0, 700].
Dla alokacji v odpowiedni zbidr ma posta¢
EQ(v) = (850, 900] x (750, 800] x (700, 850].

Warto krotko wyjasni¢, dlaczego w zbiorze EQ(u) wszystkie przedziaty sa domkniete,
a w zbiorze EQ(v) lewostronnie otwarte. Zauwazmy, ze przy alokacji u wszyscy
kupujacy otrzymuja najlepsze dla siebie domy, a wiec przy dowolnym obnizaniu
ceny, az do wartosci 0, zachowana zostaje réwnowaga, natomiast przy alokacji v
i przy maksymalnych cenach réwnowagi (900, 800, 850) ich obnizenie moze spowo-
dowa¢ utrate stanu rdwnowagi. Jesli np. ceny doméw beda réwne (850, 800, 850),
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to w tym przypadku zarowno kupujacy A, jak i C chcieliby naby¢ dom X, a wigc
nie sg to juz ceny rownowagi, chociaz cenami rownowagi sa dowolne ceny postaci
(850 + &, 800, 850), dla dowolnego ¢ € (0, 50]. Podobnie jest dla lewych koncéw
pozostatych dwoch odcinkéw, a wiec dla alokacji v przedziaty wyznaczajace zbior
EQ(v) sg lewostronnie otwarte.

Zbidr wszystkich wektoréw cen rownowagi mozna przedstawi¢ jako

EQ = EQ(u) v EQ().

Zauwazmy, ze zbiory EQ(u) i EQ(Vv) sa roztgczne, zbidr EQ(v) nie zawiera niektorych
scian brzegowych, zbior EQ jest krata zupetng zawierajaca wektor maksymalny (900,
800, 850) oraz minimalny (0, 0, 0), chociaz nie jest zbiorem wypuktym.

W nastepnym paragrafie udowodnie, ze przy zatozeniu, ze wszystkie ceny gra-
niczne dla kupujacych sa dodatnie, zbiér wektoréw cen réwnowagi w modelu G.-S.
jest zawsze roztaczng suma wielowymiarowych prostopadtosciandw, przy czym nie-
ktore z nich moga nie zawiera¢ niektorych scian (jako iloczyny kartezjanskie prze-
dziatéw lewostronnie otwartych, podobnie jak w powyzszym przyktadzie).

5. STRUKTURA ZBIORU WEKTOROW CEN ROWNOWAGI W MODELU G.-S.

Rozwazamy model G.-S. z n-elementowym zbiorem kupujacych K i n-elemen-
towym zbiorem débr D. Zbiér wektoréw cen réwnowagi oznaczamy symbolem EQ.
Jesli p jest wektorem cen rdwnowagi, to alokacjg réwnowagi odpowiadajaca wekto-
rowi p nazywamy taka bijekcje u: K — D, ze dla kazdego k € K zachodzi u(k) € Opt
(p, k) (w tym przypadku oznacza to, ze {u(k)} = Opt (p, k)). Rbwnowaga nazywamy
pare (u, p) taka, ze p jest wektorem cen réwnowagi, a u alokacja odpowiadajaca
wektorowi p. Jesli u jest alokacja rownowagi (odpowiadajaca pewnemu wektorowi
cen p), to zbidr wszystkich wektorow cen, ktérym odpowiada alokacja u oznaczamy
symbolem EQ(u) (ceny p € EQ(u) nazywamy tez cenami rownowagi dla alokacji u).
Latwo zauwazy¢ (zob. Switalski, 2014), ze zbior ten zawsze bedzie nieskonczony.

W zbiorze EQ(u) okreslimy teraz pewien wektor cen p(u) (ktéry mozna nazwaé
granicznym wektorem cen dla alokacji u) za pomoca wzoru:

p(u)(d) = r(k, d),

gdzie k jest takim kupujacym, ze u(k) = d. Symbol p(u)(d) oznacza tutaj d-tg wspo1-
rzedna wektora p(u). Wektor p(u) jest wiec wektorem cen granicznych débr dla kupu-
jacych, ktorzy przy alokacji u otrzymali te wiasnie dobra.

Nietrudno zauwazy¢ (Switalski, 2014), ze p(u) €EQ(u), tzn., ze ceny p(u) sa
cenami rownowagi dla alokacji u. Okazuje sig, ze sa to maksymalne ceny rownowagi
dla alokacji u, 0 czym mowi nastepujacy lemat.
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Lemat 1. Ceny p(u) sa maksymalnymi cenami rdwnowagi dla alokacji u, tzn. jesli (u,

q) jest rownowaga, dla pewnych cen g, to p(u) > q.

Dowdd. Jesli (u, g) jest rownowaga to, dla kazdego k € K mamy u(k) € Opt (q, k),

a wiec u(k) € F(q, k) czyli r(k, uk)) > q(u(k)). Przyjmujac d = u(k) otrzymujemy,

ze r(k, d) > q(d) dla kazdego d € D i takiego k, ze u(k) = d (gdyz u jest bijekcja).

Oznacza to, ze p(u)(d) > q(d) dla kazdego d € D, a wiec p(u) > g. [
W nastepnych lematach przedstawimy dalsze wtasnosci wektoréw cen réwnowagi

w modelu G.-S.

Lemat 2. Jesli q jest wektorem cen réwnowagi dla alokacji u, to dowolny wektor

s spetniajacy warunek p(u) > s > q jest tez wektorem cen réwnowagi dla

alokacji u.

Dowdd. Nieréwnosci p(u) > s > g implikuja

F(p(u), k) = F(s, k) < F(a, k) )

dla kazdego k € K. Poniewaz p(u) oraz g sa cenami réwnowagi dla u, wiec dla kaz-
dego k € K dobro u(k) jest optymalne zarowno w zbiorze F(p(u), k), jak i w F(q, k).
Na podstawie warunku (1) wnioskujemy, ze u(k) jest réwniez optymalne w F(s, k).
Oznacza to, ze réwniez ceny s sa cenami réwnowagi dla u. [

Rozwazamy ponownie wektor p(u) cen granicznych dla alokacji u, o wspotrzed-
nych

p(u)(d) = r(k, d) (uk) = d).

Ustalmy d € D. Niech a bedzie liczbg taka, ze p(u)(d) > a > 0. Niech (p(u).q, @) bedzie
wektorem, ktdry ma wszystkie wspotrzedne takie jak p(u) oprocz wspoétrzednej d-tej,
ktora jest rowna a. Z lematu 2 wynika, ze jesli (p(u).q, @) jest wektorem réwnowagi,
to wszystkie takie wektory (p(u).q, ), ze p(u)(d) > S > a, sa tez wektorami réwnowagi
(tzn. naleza do zbioru EQ(u)). Niech

q(u)(d) = inf { & p(u)(d) = a=0 A (p(u).g, @) € EQ(u) }. )

Liczba q(u)(d) jest wiec graniczna wartoscia a, dla ktdrej mozna zmniejsza¢ wspot-
rzedng p(u)(d) wektora p(u) tak, aby zachowa¢ rownowage (tzn. tak, aby ceny p(u) ze
zmniejszong wartoscig wspoétrzednej p(u)(d) byty w dalszym ciggu cenami réwnowagi
dla alokacji u).

Pytamy sie, kiedy

(P(u).g, g(u)(d)) € EQ(u) ®)

(z definicji q(u)(d) w (2) nie wynika, ze zawsze tak musi by¢). Odpowiedz daje poniz-
szy lemat
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Lemat 3. Jesli wszystkie ceny graniczne r(k, d) (dla k € K) sa dodatnie, to wektor
(p(u)g, q(u)(d)) jest wektorem réwnowagi dla alokacji u wtedy i tylko wtedy, gdy
q(u)(d) = 0.

Dowod. Zauwazmy po pierwsze, ze jesli q(u)(d) > 0, to zaleznos¢ (3) nie zachodzi.
Jesli bowiem p jest dowolnym wektorem réwnowagi (tzn. p € EQ(u)) oraz p ma
przynajmniej jedna wspotrzedna dodatnia, to rowniez, dla odpowiednio matej liczby
& > 0 zachodzi p(e) € EQ(u), gdzie p(e) jest wektorem powstatym z p przez zmniej-
szenie wspotrzednych dodatnich o liczbe ¢. Wynika to stad, ze zbidr wszystkich
mozliwych wartosci cen granicznych jest skonczony, a wigc dla odpowiednio matego
&> 0 i dla dowolnego k € K mamy

F(p(e), k) = F(p, k).

Gdyby wiec (3) byto prawda dla q(u)(d) > 0, to moglibysmy zmniejszy¢ liczbe g(u)(d)
o dostatecznie mata liczbg¢ ¢ > 0 zachowujac réwnowagg, ale to przeczytoby definicji
liczby q(u)(d).

Zatozmy, ze q(u)(d) = 0. Poniewaz wszystkie liczby r(k, d) sa dodatnie, wigc
p(u)(d) > 0, a wigc na podstawie wzoru (2) otrzymujemy (p(u).q, &) € EQ(u)
dla odpowiednio matej liczby ¢ > 0. Podobnie, skoro wszystkie liczby r(k, d) sa
dodatnie, to

F((p(u)-q. &), k) = F((p(u)-g: 0), k)

i ostatecznie (p(u)q, 0) € EQ(u). [
Jesli dopuszczamy mozliwosé, ze dla jakiegos k zachodzi r(k, d) = 0, to warunek
(3) dla gq(u)(d) = 0 bedzie réwniez spetniony poza przypadkiem, gdy p(u)(d) > 0 oraz
istnieje | takie, ze r(l, d) = 0id >, u(l).
Nastepny lemat charakteryzuje zbior wektoréw cen réwnowagi w modelu G.-S.
dla danej alokacji u.
Lemat 4. Niech u: K — D bedzie alokacjg rownowagi w modelu G.-S., w ktérym
wszystkie ceny r(k, d) sa dodatnie. Wektor q jest wektorem cen réwnowagi dla alo-
kacji u wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego d € D mamy

1) q(d) € (q(u)(d), p(u)(d)], jesli g(u)(d) > 0,
2) q(d) < [q(u)(d), p(u)(d)], jesli q(u)(d) = 0.

Dowdd. ( = ) Zat6zmy, ze q jest wektorem rownowagi. Wowczas z lematu 1, dla
dowolnego d € D mamy 0 < q(d) < p(u)(d). A wiec, jesli g(u)(d) = 0, to q(d) € [q(u)
(d), p(u)(d)], czyli prawdziwa jest zaleznos¢ 2).

Zatozmy, ze q(u)(d) > 0 oraz q(d) < q(u)(d). Poniewaz q jest rbwnowaga oraz

q < (p(u)-g, a(d)) =< p(u)
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(gdyz dla kazdego d zachodzi q(d) < p(u)(d)), wiec, na podstawie lematu 2, wek-
tor (p(u).q, q(d)) tez jest wektorem réwnowagi dla alokacji u. Réwnosé¢ q(d) = q(u)
(d) jest niemozliwa na podstawie lematu 3 (bo zatozylismy, ze q(u)(d) > 0). A wiec
q(d) < g(u)(d). Ale na podstawie definicji q(u)(d) réwniez w tym przypadku wektor
(p(u)g, q(d)) nie moze by¢ wektorem réwnowagi. Otrzymalismy sprzecznosé, skad
wynika, ze jesli q(u)(d) > 0, to q(d) > q(u)(d), czyli prawdziwa jest zaleznos¢ 1).

(<) Zaktadamy, ze spetnione sa zaleznosci 1) i 2). Chcemy udowodni¢, ze wektor
g jest wektorem réwnowagi dla alokacji u. Poniewaz p(u) jest wektorem réwnowagi
dla u, wigc dla kazdego k € K mamy {u(k)} = Opt (p(u), k). Ustalmy k € K i niech
d = u(k). Udowodnimy, ze {d} = Opt (q, k). Wystarczy w tym celu udowodni¢, ze
d € F(q, k) oraz, ze jesli c € F(q, k), to d >, c. Poniewaz g < p(u), wiec jesli dobro d
jest dopuszczalne dla kupujacego k przy cenach p(u), to jest rowniez dopuszczalne dla
k przy cenach g. Stad d € F(q, k). Zatézmy, ze ¢ € F(q, k). Poniewaz wektory (p(u).c,
q(c)) i g maja t¢ sama c-tag wspotrzedna, wiec ¢ jest dopuszczalne dla k réwniez przy
cenach (p(u)., q(c)). Ale ceny (p(u)., q(c)) sa cenami réwnowagi dla alokacji u (co
wynika z warunkéw 1) i 2) oraz definicji q(u)(d)). Poniewaz u(k) = d, wiec d jest
dobrem optymalnym dla kupujacego k przy cenach (p(u)., q(c)). Stad d >, c. [

Z lematu 4 otrzymujemy jako wniosek nastepujace twierdzenie (Switalski, 2014):
Twierdzenie 3. Przy zatozeniu, ze wszystkie ceny graniczne r(k, d) sa dodatnie,
w modelu rynku typu G.-S. zbi6r wektoréw cen réwnowagi jest roztaczng sumg pro-
stopadtosciandw postaci P, x P, x ... x P,, gdzie kazdy ze zbioréw P; (t=1, 2, ..., n)
jest przedziatem postaci (r;, p], gdzie 0 < r; < p; lub [0, p{], gdzie p; > 0.

6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono geometryczng strukture zbioru wektoréw cen réwnowagi
w modelu rynku typu Gale’a-Shapleya. Jak sie okazuje struktura tego zbioru jest
istotnie rézna od struktury odpowiedniego zbioru dla modeli typu Shapleya-Shubika
(dla modeli typu S.-S. zbior wektorow cen réwnowagi jest zbiorem wypuktym).
Model rynku typu Gale’a-Shapleya moze by¢ traktowany jako alternatywny w sto-
sunku do modelu Shapleya-Shubika (bedacego z kolei rozszerzeniem klasycznego
modelu Gale’a) model rynku ze skonczong liczbg niepodzielnych débr. Modele typu
G.-S. w przeciwienstwie do modeli S.-S. nie byly do tej pory przedmiotem badan
(przynajmniej z punktu widzenia teorii rownowagi typu Walrasa), a wydaje sie, ze Sa
warte zainteresowania ze wzgledu na swa prostote, naturalnosé¢ i zwigzek z dobrze
znanymi modelami rekrutacji.
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STRUKTURA ZBIORU WEKTOROW CEN ROWNOWAGI W MODELU RYNKU
TYPU GALE’A-SHAPLEYA

Streszczenie

W artykule poréwnano model rynku débr niepodzielnych przedstawiony przez Gale’a (1960)
w ksigzce The Theory of Linear Economic Models z modelem rynku wzorowanym na modelu rekrutacji
kandydatéw do szkdt przedstawionym przez Gale’a i Shapleya (1962). Dla modelu rynku typu Gale’a-
-Shapleya (ktory zostat bardziej szczeg6towo opisany w pracy Switalskiego, 2014) scharakteryzowano
zhiér wektoréw cen réwnowagi jako roztagczng sume n-wymiarowych prostopadtoscianow.

Slowa kluczowe: réwnowaga rynkowa, rynek débr niepodzielnych, model Gale’a-Shapleya, model
Shapleya-Shubika

THE STRUCTURE OF THE SET OF VECTORS OF EQUILIBRIUM PRICES IN THE MARKET
MODEL OF GALE-SHAPLEY TYPE

Abstract

In the paper we compare market model of Gale (1960) presented in the book The Theory of Linear
Economic Models (for finite set of indivisible goods) with the market model based on the college admis-
sion model of Gale and Shapley (1962). For the market model of Gale-Shapley type (which was presen-
ted in details by Switalski, 2014) we characterize the set of vectors of equilibrium prices as a disjoint
union of some n-dimensional rectangular parallelepipeds.

Keywords: market equilibrium, market model for indivisible goods, Gale-Shapley model, Shapley-
-Shubik model



