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1. WST P

Rynki, na których wyst puje sko czona liczba niepodzielnych dóbr, od dawna 
cieszy y si  zainteresowaniem ekonomistów (zob. np. Shapley, Shubik, 1971/72, str. 
124), chocia  bardziej intensywne badania w tym zakresie wykorzystuj ce metody 
matematyczne rozwin y si  dopiero wraz z rozwojem teorii gier.2 

W tradycyjnej, neoklasycznej teorii rynków dóbr podzielnych wykorzystuje si  
silne narz dzia analityczne (np. twierdzenia o punkcie sta ym), których nie da si  
wykorzysta  do matematycznej analizy rynków dóbr niepodzielnych. Z tego punktu 
widzenia teoria rynków dóbr niepodzielnych mo e by  w jakim  sensie uwa ana za 
„trudniejsz ”, gdy  wymaga stosowania specjalnych, osobnych narz dzi (najcz ciej 
kombinatorycznych) dla ka dego rodzaju modelu.

W teorii rynków dóbr niepodzielnych, tak jak i w teorii rynków dóbr podzielnych, 
typowe pytania dotycz  problemów równowagi konkurencyjnej (warunki istnienia 
równowagi, metody dochodzenia do równowagi). W podej ciach teoriogrowych 
poszukuje si  te  rozwi za  stabilnych, tzn. nale cych do rdzenia odpowiedniej gry 
(zob. np. Shapley, Shubik, 1971/72; Shapley, Scarf, 1974).

Bardzo prosty model rynku dóbr niepodzielnych przedstawi  Gale w swojej znanej 
ksi ce (1960)3. W modelu Gale’a dany jest sko czony zbiór kupuj cych K i sko -
czony zbiór dóbr D oraz liczby v(k, d) (okre lone dla ka dego kupuj cego k  K 
i ka dego dobra d  D). interpretowane jako (wyra one w pieni dzu) warto ci dóbr 
dla poszczególnych kupuj cych. Ceny dóbr p(d) s  cenami równowagi, je li ka -
demu kupuj cemu k przydzielone jest dobro d maksymalizuj ce liczb  v(k,d) – p(d) 
(i przydzia  jest jedno-jednoznaczny, zob. def. 1). Preferencje kupuj cych s  wi c 

1 Projekt zosta  s  nansowany ze rodków Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie 
decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/00812.

2 Klasyczne, cz sto cytowane do dzisiaj prace wykorzystuj ce podej cie teoriogrowe do analizy 
rynków dóbr niepodzielnych, to prace Shapleya i Shubika (1971/72) oraz Shapleya i Scarfa (1974).

3 Istnieje przek ad polski: Teoria liniowych modeli ekonomicznych, PWN, Warszawa 1969 (model, 
o którym mowa jest opisany w rozdziale V, str. 192-194).
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okre lone za pomoc  „zysków” v(k, d) – p(d)4 (im wi kszy „zysk” z zakupu dobra d, 
tym bardziej kupuj cy k jest gotowy do zakupu tego dobra).

Model Gale’a zosta  rozbudowany do postaci „teoriogrowej” w pracy Shapleya 
i Shubika (1971/72), gdzie zosta a przeprowadzona szczegó owa analiza rdzenia 
odpowiedniej „gry rynkowej” (graczami s  kupuj cy, a tak e sprzedaj cy b d cy w a-
cicielami dóbr ze zbioru D). Modele b d ce rozwini ciem modelu Shapleya-Shubika 

(S.-S.) s  intensywnie badane w ostatnich latach5. Bada si  m.in. zwi zki mi dzy 
równowagami konkurencyjnymi (walrasowskimi), a ró nego rodzaju rozwi zaniami 
stabilnymi dla tych modeli (zob. np. Camina, 2006; Sotomayor, 2007). Modele te zna-
laz y te  zastosowanie przy analizie rynków aukcyjnych (zob. np. Mishra, Garg, 2006; 
Andersson, Erlanson, 2013). Mishra i Talman (2010) zbadali geometryczn  struktur  
zbioru wektorów cen równowagi (walrasowskiej) dla modeli typu Shapleya-Shubika 
(m.in. pokazali, e jest on zbiorem wypuk ym).

W artykule zajmuj  si  innym modelem rynku dóbr niepodzielnych, któ-
rego pierwowzorem jest model rekrutacji kandydatów do szkó  opisany w pracy 
Gale’a i Shapleya (1962). W modelu tym (który nazywam modelem rynku typu 
Gale’a-Shapleya lub w skrócie modelem G.-S.), przedstawionym w pracy witalskiego 
(2014), okre lone s  ceny graniczne r(k, d), gdzie liczba r(k, d) jest interpretowana 
jako maksymalna cena, któr  kupuj cy k gotowy jest zap aci  za dobro d, a tak e 
preferencje kupuj cych w zbiorze D okre lone jako liniowe porz dki. Preferencje s  
tutaj dane z góry i nie zale  od liczb r(k, d) – p(d), s  wi c, podobnie jak w neokla-
sycznej teorii wyboru konsumenta, niezale ne od cen. Kupuj cy wybiera najlepsze 
dobro spo ród tych, które spe niaj  warunek r(k, d)  p(d). Liczby r(k, d) mog  
wi c by  traktowane jako ograniczenia bud etowe (w przeciwie stwie do neokla-
sycznej teorii wyboru konsumenta ograniczenia te mog  by  tutaj ró ne dla ró nych 
dóbr).

W modelu tym atwo mo na zde  niowa  równowag  walrasowsk  jako taki jed-
no-jednoznaczny przydzia  dóbr kupuj cym, przy którym ka dy kupuj cy k otrzymuje 
najlepsze dla niego dobro w ród wszystkich dóbr d spe niaj cych warunek r(k, d) 
– p(d)  0. W pracy witalskiego (2014) udowodniono, e alokacje tak okre lonej 
równowagi s  skojarzeniami stabilnymi w sensie Gale’a-Shapleya (i na odwrót).

W przedstawionym artykule porównuj  model Gale’a z modelem typu Gale’a-
-Shapleya oraz badam geometryczn  struktur  zbioru wektorów cen równowagi dla 
modelu typu G.-S. Najwa niejsze wyniki dotycz ce w asno ci tego zbioru zawarte 
s  w punkcie 5. Tam te  przedstawi em twierdzenie (tw. 3), które charakteryzuje ten 
zbiór jako roz czn  sum  odpowiednich prostopad o cianów (a wi c nie musi on 

4 Shapley i Shubik (1971/72) u ywaj  na okre lenie tej ró nicy terminów „pro  t” lub „gain”. 
W polskim t umaczeniu ksi ki Gale’a (1960) u yto terminu „dochód”. W literaturze dotycz cej modeli 
Shapleya-Shubika wyst puj  cz sto terminy „payoff” lub „surplus”. 

5 W bazie czasopism wydawnictwa Elsevier znajduje si  10 artyku ów opublikowanych w latach 
2011-2013 po wi conych modelom S.-S. i ich uogólnieniom.
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by  zbiorem wypuk ym, co oznacza, e struktura tego zbioru jest istotnie ró na od 
analogicznej struktury dla modeli typu S.-S.). 

2. MODEL GALE’A

W modelu Gale’a dany jest sko czony zbiór kupuj cych K i sko czony zbiór dóbr 
D. Oba zbiory s  równoliczne. Dobrami mog  by  np. domy, konie, dzie a sztuki itp. 
Ka dy kupuj cy zamierza naby  dok adnie jedno dobro. Dla ka dego kupuj cego 
k  K i ka dego dobra d  D okre lona jest liczba v(k, d)  0, któr  interpretujemy 
jako warto  dobra d dla kupuj cego k.6 

Za ó my, e dla ka dego dobra d  D zosta a okre lona cena p(d)  0. Wektor 
p ze wspó rz dnymi p(d) (indeksowanymi przez elementy zbioru D) b dziemy nazy-
wali wektorem cen. „Zysk” kupuj cego k zwi zany z zakupem dobra d po cenie 
p(d) okre lamy jako z(k, d) = v(k, d) – p(d). Dla danego wektora cen p i danego 
kupuj cego k okre lamy zbiór dóbr dopuszczalnych dla k jako

F(p, k) = { d  D: z(k, d)  0 }.

Je li F(p, k)  , to zbiór dóbr optymalnych dla kupuj cego k okre lamy jako:

Opt (p, k) = { d  F(p, k): z(k, d)  z(k, c) dla ka dego c F(p, k)}.

Dla danego dobra d  D okre lamy te  zbiór popytowy jako:

D(p, d) = { k  K: d  Opt (p, k) }.

Zbiór popytowy dla d jest zbiorem kupuj cych, dla których d jest (przy danych 
cenach) dobrem optymalnym, a wi c takim które ci kupuj cy gotowi byliby 
naby .

Równowag  otrzymujemy je li ka demu kupuj cemu mo na przydzieli , w spo-
sób jedno-jednoznaczny, jakie  dobro, które jest dla niego optymalne. Formalnie 
mo na to przedstawi  za pomoc  nast puj cych de  nicji.
De  nicja 1. Wektor p nazywamy wektorem cen równowagi w modelu Gale’a, je li 
istnieje taka bijekcja u: K  D , e dla ka dego k  K zachodzi u(k)  Opt (p, k).
De  nicja 2. Je li p jest wektorem cen równowagi, to tak  bijekcj  u: K  D, e dla 
ka dego k  K zachodzi u(k)  Opt (p, k) nazywamy alokacj  równowagi (walrasow-
skiej) zwi zan  z cenami p.

6 Shapley i Shubik (1971/72) traktuj  v(k, d) jako (wyra on  w pieni dzu) subiektywn  ocen  
u yteczno ci dobra d, któr  odró niaj  od oszacowania przez kupuj cego k rynkowej warto ci dobra d.
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Gale (1960) udowodni  (zob. te  Shoham i Leyton-Brown, 2009), e tak zde  niowane 
alokacje równowagi s  rozwi zaniami klasycznego zagadnienia przydzia u (zob. np. 
Sikora, 2008, str. 190).
De  nicja 3. Warto ci  bijekcji u: K  D nazywamy liczb

v(u) = k  K v(k, u(k)).

Warto ci  bijekcji u jest wi c suma warto ci dóbr nabywanych przez kupuj cych 
w wyniku transakcji wyznaczonych przez bijekcj  u.
De  nicja 4. Bijekcja u: K  D nazywa si  alokacj  optymaln , je li dla dowolnej 
bijekcji w: K  D mamy v(u)  v(w).

Twierdzenie 1. (Gale, 1960).
W modelu Gale’a alokacja u: K  D jest alokacj  równowagi (dla pewnych cen 

równowagi p) wtedy i tylko wtedy, gdy jest alokacj  optymaln .
Alokacja równowagi jest wi c w modelu Gale’a sposobem przydzia u dóbr kupuj -
cym, który maksymalizuje sumaryczn  warto  przydzielonych dóbr. Innymi s owy, 
jest to optymalne rozwi zanie zagadnienia przydzia u dla macierzy {v(k, d)}.

3. MODEL TYPU GALE’A-SHAPLEYA

W modelu tym zak adamy, podobnie jak to zrobi  Gale w swoim modelu, e dane 
s  sko czone, równoliczne zbiory K i D (zbiór kupuj cych i zbiór dóbr) oraz, e 
ka dy kupuj cy chcia by naby  dok adnie jedno dobro. Zak adamy te , e dla ka dego 
kupuj cego k  K i ka dego dobra d  D okre lona jest liczba r(k, d)  0 interpre-
towana jako maksymalna kwota jak  kupuj cy k gotowy jest przeznaczy  na zakup 
dobra d. Liczb  r(k, d) b dziemy nazywali cen  graniczn  (termin ten jest u ywany 
w polskiej literaturze ekonomicznej jako odpowiednik angielskiego reservation price).

Liczby r(k, d) mog  by  ró ne od liczb v(k, d) wyst puj cych w modelu Gale’a, 
chocia by ze wzgl du na ograniczenia bud etowe, które kupuj cy k musi bra  pod 
uwag . Ró nic  mi dzy liczbami r(k, d) i liczbami v(k, d) wyst puj cymi w modelu 
Gale’a najpro ciej wyja ni  na przyk adzie. Za ó my np., e kupuj cy k rozwa a 
zakup dwóch domów A i B7. Jego subiektywna warto  domu A wynosi 1 mln z  
(v(k, A) = 1), a warto  domu B – 800 tys. z  (v(k, B) = 0,8). Kupuj cy k mo e 
przeznaczy  na zakup domu maksymalnie 800 tys. z . Dom A jest gotowy do zamiesz-
kania, natomiast dom B wymaga remontu, którego koszt kupuj cy k ocenia na 100 
tys. z . Je li wi c kupuj cy nie chce ponosi  dodatkowych kosztów, to mo e wyda  
na dom B faktycznie jedynie 700 tys. z , wówczas r(k, A) = 0,8, r(k, B) = 0,7.

7 Domy s  przyk adem dóbr niepodzielnych szczególnie cz sto wykorzystywanym w klasycznych 
pracach, np. u Gale’a (1960) lub Shapleya i Shubika (1971/72). Oczywi cie zak adamy tutaj, e dom 
mo e by  kupiony tylko w ca o ci.
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W praktyce liczby v(k, d) mog  by  dla kupuj cych trudniejsze do okre lenia ni  
liczby r(k, d), s  bardziej „nieuchwytne” (podobnie jak u yteczno ci, którymi operuje 
teoria konsumenta). Wydaje si , e w wielu sytuacjach atwiej da oby si  uzyska  od 
kupuj cych informacj  o cenach granicznych ni  o subiektywnych warto ciach dóbr 
(np. od kupuj cych przyst puj cych do aukcji, oczywi cie kupuj cy, z wiadomych 
wzgl dów, staraj  si  zwykle zachowa  t  informacj  dla siebie).

Oprócz liczb r(k, d) w modelu G.-S. okre lone s  preferencje kupuj cych w zbio-
rze dóbr. Zak adamy, e dla ka dego kupuj cego k  K okre lony jest liniowy porz -
dek w zbiorze D oznaczony symbolem >k . Oznacza to, e dla dowolnych dwóch 
ró nych dóbr c, d  D zachodzi dok adnie jedna z dwóch mo liwo ci: kupuj cy 
k woli c od d (tzn. c >k d) lub woli d od c (d >k c). Preferencje s  tutaj dane z góry, 
wyra aj  subiektywne upodobania kupuj cych i nie zale  od cen p(d). 

W modelu Gale’a preferencje s  wyznaczone za pomoc  „zysków” z(k, d) = 
v(k, d) – p(d). W modelu G.-S. preferencje nie zale  ani od liczb r(k, d) ani od 
ró nic r(k, d) – p(d). Liczby r(k, d) mo na tutaj traktowa  podobnie jak ograniczenia 
bud etowe w neoklasycznej teorii wyboru konsumenta (przy czym ograniczenia mog  
by  ró ne dla ró nych dóbr). Kupuj cy, podobnie jak konsument w zadaniu maksy-
malizacji u yteczno ci, wybiera, zgodnie ze swoimi preferencjami, najlepsze dobro 
w zbiorze dóbr dopuszczalnych, tzn. takich które mo e zakupi  w ramach istniej cych 
ogranicze  bud etowych.

Przedstawimy teraz pewne pomocnicze de  nicje, za pomoc  których b dzie mo na 
zde  niowa  równowag  w modelu G.-S. Dla danego wektora cen p i danego kupuj cego 
k okre lamy zbiór dóbr dopuszczalnych jako

F(p, k) = { d  D: r(k, d)  p(d) }.

Je li F(p, k)  , to zbiór dóbr optymalnych dla kupuj cego k okre lamy jako:

Opt (p, k) = { d  F(p, k): d k c dla ka dego c F(p, k) }.

Zauwa my, e w tym przypadku zbiór Opt (p, k) jest zawsze jednoelementowy (gdy  
>k s  liniowymi porz dkami). Dla danego d  D okre lamy zbiór popytowy jako 

D(p, d) = { k  K: d  Opt (p, k) }.

Zauwa my, e poniewa  zbiory Opt (p, k) s  jednoelementowe, wi c zbiory D(p, d) 
s  roz czne (dla ró nych d).
De  nicja 5. Ceny p w modelu G.-S. s  cenami równowagi, je li istnieje taka bijekcja 
u: K  D, e dla ka dego k  K zachodzi u(k)  Opt (p, k).

Równowa nie mo na zde  niowa  ceny równowagi jako takie ceny p, e wszyst-
kie zbiory D(p, d) (dla d  D) s  jednoelementowe (zob. witalski, 2014).



Zbigniew witalski20

Bijekcj , o której mowa w def. 3.1, podobnie jak w modelu Gale’a, nazywamy 
alokacj  równowagi (walrasowskiej) zwi zan  z cenami p.

Model G.-S. jest wzorowany na klasycznym modelu rekrutacji kandydatów do 
szkó  opisanym przez Gale’a i Shapleya (1962) (zob. te  witalski, 2014). W modelu 
rekrutacji liczba r(k, d) mo e by  interpretowana jako liczba punktów, któr  posiada 
kandydat z przedmiotów wymaganych przez szko  d („bud et” kandydata), a p(d) 
– jako minimalna liczba punktów wymaganych przez szkol  d przy przyjmowaniu 
kandydatów („cena” miejsca w szkole d). Ró nica mi dzy przedstawionym modelem, 
a modelem rekrutacji polega na tym, e w modelu rekrutacji szko y przyjmuj  wielu 
kandydatów (tzn. je li traktowa  d jako miejsce w pewnej szkole, to mamy tutaj wiele 
identycznych „kopii” dobra d).

W modelu G.-S. równowagi s  zwi zane z poj ciem skojarzenia stabilnego wpro-
wadzonym przez Gale’a i Shapleya (1962).
De  nicja 6. Bijekcja u: K  D nazywa si  skojarzeniem stabilnym, je li nie istnieje 
taka para (k, d)  K  D, e d >k u(k) oraz r(k, d) > r(l, d), gdzie l jest takim kupu-
j cym, e u(l) = d.
Istnienie pary (k, d) takiej jak w powy szej de  nicji oznacza oby, e kupuj cy k woli 
naby  dobro d, a nie dobro u(k), które otrzymuje w alokacji u, a jednocze nie jest 
gotowy za to dobro zap aci  wi cej ni  kupuj cy l, który dobro to naby . W takiej 
sytuacji alokacja u nie jest najkorzystniejsza ani z punktu widzenia kupuj cego k, ani 
w a ciciela dobra d. Brak tego rodzaju par (k, d) gwarantuje wi c, e zarówno kupu-
j cy, jak i w a ciciele dóbr nie b d  sk onni do zmiany istniej cego uk adu transakcji.

Przy za o eniu, e dla ka dego ustalonego d  D wszystkie ceny r(k, d) (dla 
wszystkich k  K) s  ró ne, mo na udowodni  nast puj ce twierdzenie b d ce pewn  
analogi  do twierdzenia 1 (zob. witalski, 2014).

Twierdzenie 2. W modelu G.-S. alokacja u: K  D jest alokacj  równowagi 
(dla pewnych cen równowagi p) wtedy i tylko wtedy, gdy u jest skojarzeniem 
stabilnym.

4. WEKTORY CEN RÓWNOWAGI W MODELU G.-S.

Na ogó  w modelach równowagi jednej alokacji równowagi odpowiada wiele 
ró nych wektorów cen równowagi. Na przyk ad w klasycznym modelu wymiany 
Arrowa-Hurwicza zbiór wektorów cen równowagi jest sto kiem, to znaczy je li p jest 
wektorem równowagi, to równie  wszystkie wektory postaci p (  > 0) s  wektorami 
równowagi8. W modelach typu Shapleya-Shubika (b d cych rozwini ciem modelu 
Gale’a) zbiory wektorów cen równowagi s  wypuk ymi kratami zupe nymi, w szcze-

8 Zwykle mówi si  w tym przypadku, e istnieje dok adnie jeden wektor cen równowagi wyzna-
czony z dok adno ci  do sta ej.
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gólno ci dla danej alokacji równowagi istniej  maksymalny i minimalny wektory cen 
równowagi (zob. np. Mishra, Talman, 2010).

Zbadamy teraz struktur  zbioru wektorów cen równowagi dla modelu G.-S. Roz-
poczniemy od przyk adu.
Przyk ad. ( witalski, 2014) Za ó my, e mamy trzech kupuj cych: A, B, C oraz trzy 
domy na sprzeda : X, Y, Z. Maksymalne ceny jakie kupuj cy s  gotowi zaoferowa  
za poszczególne domy przedstawione s  w tabeli 1.

Tabela 1.
Ceny graniczne kupuj cych (w tys. z )

X Y Z

A 850 750 850

B 700 800 800

C 900 700 700

Preferencje kupuj cych s  nast puj ce: A: XYZ, B: YXZ, C: ZYX (kupuj cemu 
A najbardziej odpowiada dom X, nast pnie Y, a na ko cu Z itd.). atwo sprawdzi , 
e jedynymi skojarzeniami stabilnymi s  w tym przypadku u: A  X, B  Y, 

C  Z, oraz v: A Z, B  Y, C  X. S  to wi c (na podstawie twierdzenia 2) 
równie  jedyne alokacje równowagi. Rozwa my wektor cen p = (850, 750, 700) (tzn. 
cena domu X jest równa p(X) = 850, cena Y = p(Y) = 750, cena Z = p(Z) = 700). 
Zbiory domów dopuszczalnych dla poszczególnych kupuj cych s  dla wektora p 
nast puj ce: F(p, A) = {X, Y, Z}, F(p, B) = {Y, Z}, F(p, C) = {X, Z}. Mamy wi c 
domy optymalne: Opt (p, A) = {X}, Opt (p, B) = {Y}, Opt (p, C) = {Z}. St d zbiory 
popytowe s  nast puj ce: D(p, X) = {A}, D(p, Y) = {B}, D(p, Z) = {C}. Wida  wi c, 
e ceny p s  cenami równowagi dla alokacji równowagi u. atwo sprawdzi , e zbiór 

wszystkich wektorów cen równowagi dla alokacji u jest prostopad o cianem postaci

EQ(u) = [0, 850]  [0, 800]  [0, 700].

Dla alokacji v odpowiedni zbiór ma posta

EQ(v) = (850, 900]  (750, 800]  (700, 850].

Warto krótko wyja ni , dlaczego w zbiorze EQ(u) wszystkie przedzia y s  domkni te, 
a w zbiorze EQ(v) lewostronnie otwarte. Zauwa my, e przy alokacji u wszyscy 
kupuj cy otrzymuj  najlepsze dla siebie domy, a wi c przy dowolnym obni aniu 
ceny, a  do warto ci 0, zachowana zostaje równowaga, natomiast przy alokacji v 
i przy maksymalnych cenach równowagi (900, 800, 850) ich obni enie mo e spowo-
dowa  utrat  stanu równowagi. Je li np. ceny domów b d  równe (850, 800, 850), 



Zbigniew witalski22

to w tym przypadku zarówno kupuj cy A, jak i C chcieliby naby  dom X, a wi c 
nie s  to ju  ceny równowagi, chocia  cenami równowagi s  dowolne ceny postaci 
(850 + , 800, 850), dla dowolnego   (0, 50]. Podobnie jest dla lewych ko ców 
pozosta ych dwóch odcinków, a wi c dla alokacji v przedzia y wyznaczaj ce zbiór 
EQ(v) s  lewostronnie otwarte.

Zbiór wszystkich wektorów cen równowagi mo na przedstawi  jako

EQ = EQ(u)  EQ(v).

Zauwa my, ze zbiory EQ(u) i EQ(v) s  roz czne, zbiór EQ(v) nie zawiera niektórych 
cian brzegowych, zbiór EQ jest krat  zupe n  zawieraj c  wektor maksymalny (900, 

800, 850) oraz minimalny (0, 0, 0), chocia  nie jest zbiorem wypuk ym.
W nast pnym paragra  e udowodni , e przy za o eniu, e wszystkie ceny gra-

niczne dla kupuj cych s  dodatnie, zbiór wektorów cen równowagi w modelu G.-S. 
jest zawsze roz czn  sum  wielowymiarowych prostopad o cianów, przy czym nie-
które z nich mog  nie zawiera  niektórych cian (jako iloczyny kartezja skie prze-
dzia ów lewostronnie otwartych, podobnie jak w powy szym przyk adzie).

5. STRUKTURA ZBIORU WEKTORÓW CEN RÓWNOWAGI W MODELU G.-S.

Rozwa amy model G.-S. z n-elementowym zbiorem kupuj cych K i n-elemen-
towym zbiorem dóbr D. Zbiór wektorów cen równowagi oznaczamy symbolem EQ. 
Je li p jest wektorem cen równowagi, to alokacj  równowagi odpowiadaj c  wekto-
rowi p nazywamy tak  bijekcj  u: K  D, e dla ka dego k  K zachodzi u(k)  Opt 
(p, k) (w tym przypadku oznacza to, e {u(k)} = Opt (p, k)). Równowag  nazywamy 
par  (u, p) tak , e p jest wektorem cen równowagi, a u alokacj  odpowiadaj c  
wektorowi p. Je li u jest alokacj  równowagi (odpowiadaj c  pewnemu wektorowi 
cen p), to zbiór wszystkich wektorów cen, którym odpowiada alokacja u oznaczamy 
symbolem EQ(u) (ceny p  EQ(u) nazywamy te  cenami równowagi dla alokacji u). 

atwo zauwa y  (zob. witalski, 2014), e zbiór ten zawsze b dzie niesko czony.
W zbiorze EQ(u) okre limy teraz pewien wektor cen p(u) (który mo na nazwa  

granicznym wektorem cen dla alokacji u) za pomoc  wzoru:

p(u)(d) = r(k, d),

gdzie k jest takim kupuj cym, e u(k) = d. Symbol p(u)(d) oznacza tutaj d-t  wspó -
rz dn  wektora p(u). Wektor p(u) jest wi c wektorem cen granicznych dóbr dla kupu-
j cych, którzy przy alokacji u otrzymali te w a nie dobra.

Nietrudno zauwa y  ( witalski, 2014), e p(u) EQ(u), tzn., e ceny p(u) s  
cenami równowagi dla alokacji u. Okazuje si , e s  to maksymalne ceny równowagi 
dla alokacji u, o czym mówi nast puj cy lemat.
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Lemat 1. Ceny p(u) s  maksymalnymi cenami równowagi dla alokacji u, tzn. je li (u, 
q) jest równowag , dla pewnych cen q, to p(u)  q.
Dowód. Je li (u, q) jest równowag  to, dla ka dego k  K mamy u(k)  Opt (q, k), 
a wi c u(k)  F(q, k) czyli r(k, u(k))  q(u(k)). Przyjmuj c d = u(k) otrzymujemy, 
e r(k, d)  q(d) dla ka dego d  D i takiego k, e u(k) = d (gdy  u jest bijekcj ). 

Oznacza to, e p(u)(d)  q(d) dla ka dego d  D, a wi c p(u)  q.                      
W nast pnych lematach przedstawimy dalsze w asno ci wektorów cen równowagi 

w modelu G.-S.
Lemat 2. Je li q jest wektorem cen równowagi dla alokacji u, to dowolny wektor 
s spe niaj cy warunek p(u)  s  q jest te  wektorem cen równowagi dla 
alokacji u.
Dowód. Nierówno ci p(u)  s  q implikuj

 F(p(u), k)  F(s, k)  F(q, k) (1)

dla ka dego k  K. Poniewa  p(u) oraz q s  cenami równowagi dla u, wi c dla ka -
dego k  K dobro u(k) jest optymalne zarówno w zbiorze F(p(u), k), jak i w F(q, k). 
Na podstawie warunku (1) wnioskujemy, e u(k) jest równie  optymalne w F(s, k). 
Oznacza to, e równie  ceny s s  cenami równowagi dla u.                               

Rozwa amy ponownie wektor p(u) cen granicznych dla alokacji u, o wspó rz d-
nych

p(u)(d) = r(k, d)        (u(k) = d).

Ustalmy d  D. Niech a b dzie liczb  tak , e p(u)(d)  a  0. Niech (p(u)-d, a) b dzie 
wektorem, który ma wszystkie wspó rz dne takie jak p(u) oprócz wspó rz dnej d-tej, 
która jest równa a. Z lematu 2 wynika, e je li (p(u)-d, a) jest wektorem równowagi, 
to wszystkie takie wektory (p(u)-d, ), e p(u)(d)    a, s  te  wektorami równowagi 
(tzn. nale  do zbioru EQ(u)). Niech

 q(u)(d) = inf { a: p(u)(d)  a  0  (p(u)-d, a)  EQ(u) }. (2)

Liczba q(u)(d) jest wiec graniczn  warto ci  a, dla której mo na zmniejsza  wspó -
rz dn  p(u)(d) wektora p(u) tak, aby zachowa  równowag  (tzn. tak, aby ceny p(u) ze 
zmniejszon  warto ci  wspó rz dnej p(u)(d) by y w dalszym ci gu cenami równowagi 
dla alokacji u).

Pytamy si , kiedy

 (p(u)-d, q(u)(d))  EQ(u) (3)

(z de  nicji q(u)(d) w (2) nie wynika, e zawsze tak musi by ). Odpowied  daje poni -
szy lemat
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Lemat 3. Je li wszystkie ceny graniczne r(k, d) (dla k  K) s  dodatnie, to wektor 
(p(u)-d, q(u)(d)) jest wektorem równowagi dla alokacji u wtedy i tylko wtedy, gdy 
q(u)(d) = 0. 
Dowód. Zauwa my po pierwsze, e je li q(u)(d) > 0, to zale no  (3) nie zachodzi. 
Je li bowiem p jest dowolnym wektorem równowagi (tzn. p  EQ(u)) oraz p ma 
przynajmniej jedn  wspó rz dna dodatni , to równie , dla odpowiednio ma ej liczby 
 > 0 zachodzi p( )  EQ(u), gdzie p( ) jest wektorem powsta ym z p przez zmniej-

szenie wspó rz dnych dodatnich o liczb  . Wynika to st d, e zbiór wszystkich 
mo liwych warto ci cen granicznych jest sko czony, a wi c dla odpowiednio ma ego 
 > 0 i dla dowolnego k  K mamy

F(p( ), k) = F(p, k).

Gdyby wi c (3) by o prawd  dla q(u)(d) > 0, to mogliby my zmniejszy  liczb  q(u)(d) 
o dostatecznie ma  liczb   > 0 zachowuj c równowag , ale to przeczy oby de  nicji 
liczby q(u)(d).

Za ó my, e q(u)(d) = 0. Poniewa  wszystkie liczby r(k, d) s  dodatnie, wi c 
p(u)(d) > 0, a wi c na podstawie wzoru (2) otrzymujemy (p(u)-d, )  EQ(u) 
dla odpowiednio ma ej liczby  > 0. Podobnie, skoro wszystkie liczby r(k, d) s  
dodatnie, to

F((p(u)-d, ), k) = F((p(u)-d, 0), k)

i ostatecznie (p(u)-d, 0)  EQ(u).                     
Je li dopuszczamy mo liwo , e dla jakiego  k zachodzi r(k, d) = 0, to warunek 

(3) dla q(u)(d) = 0 b dzie równie  spe niony poza przypadkiem, gdy p(u)(d) > 0 oraz 
istnieje l takie, e r(l, d) = 0 i d > l u(l).

Nast pny lemat charakteryzuje zbiór wektorów cen równowagi w modelu G.-S. 
dla danej alokacji u.
Lemat 4. Niech u: K  D b dzie alokacj  równowagi w modelu G.-S., w którym 
wszystkie ceny r(k, d) s  dodatnie. Wektor q jest wektorem cen równowagi dla alo-
kacji u wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego d  D mamy

1) q(d)  (q(u)(d), p(u)(d)],        je li q(u)(d) > 0,
2) q(d)  [q(u)(d), p(u)(d)],        je li q(u)(d) = 0.

Dowód. (  ) Za ó my, e q jest wektorem równowagi. Wówczas z lematu 1, dla 
dowolnego d  D mamy 0  q(d)  p(u)(d). A wi c, je li q(u)(d) = 0, to q(d)  [q(u)
(d), p(u)(d)], czyli prawdziwa jest zale no  2).

Za ó my, e q(u)(d) > 0 oraz q(d)  q(u)(d). Poniewa  q jest równowag  oraz 

q  (p(u)-d, q(d))  p(u)
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(gdy  dla ka dego d zachodzi q(d)  p(u)(d)), wi c, na podstawie lematu 2, wek-
tor (p(u)-d, q(d)) te  jest wektorem równowagi dla alokacji u. Równo  q(d) = q(u)
(d) jest niemo liwa na podstawie lematu 3 (bo za o yli my, e q(u)(d) > 0). A wi c 
q(d) < q(u)(d). Ale na podstawie de  nicji q(u)(d) równie  w tym przypadku wektor 
(p(u)-d, q(d)) nie mo e by  wektorem równowagi. Otrzymali my sprzeczno , sk d 
wynika, e je li q(u)(d) > 0, to q(d) > q(u)(d), czyli prawdziwa jest zale no  1).

(  ) Zak adamy, e spe nione s  zale no ci 1) i 2). Chcemy udowodni , e wektor 
q jest wektorem równowagi dla alokacji u. Poniewa  p(u) jest wektorem równowagi 
dla u, wi c dla ka dego k  K mamy {u(k)} = Opt (p(u), k). Ustalmy k  K i niech 
d = u(k). Udowodnimy, e {d} = Opt (q, k). Wystarczy w tym celu udowodni , e 
d  F(q, k) oraz, e je li c  F(q, k), to d k c. Poniewa  q  p(u), wi c je li dobro d 
jest dopuszczalne dla kupuj cego k przy cenach p(u), to jest równie  dopuszczalne dla 
k przy cenach q. St d d  F(q, k). Za ó my, e c  F(q, k). Poniewa  wektory (p(u)-c, 
q(c)) i q maj  t  sam  c-t  wspó rz dn , wi c c jest dopuszczalne dla k równie  przy 
cenach (p(u)-c, q(c)). Ale ceny (p(u)-c, q(c)) s  cenami równowagi dla alokacji u (co 
wynika z warunków 1) i 2) oraz de  nicji q(u)(d)). Poniewa  u(k) = d, wi c d jest 
dobrem optymalnym dla kupuj cego k przy cenach (p(u)-c, q(c)). St d d k c.        

Z lematu 4 otrzymujemy jako wniosek nast puj ce twierdzenie ( witalski, 2014):
Twierdzenie 3. Przy za o eniu, e wszystkie ceny graniczne r(k, d) s  dodatnie, 
w modelu rynku typu G.-S. zbiór wektorów cen równowagi jest roz czn  sum  pro-
stopad o cianów postaci P1  P2  ...  Pn, gdzie ka dy ze zbiorów Pt (t = 1, 2, ..., n) 
jest przedzia em postaci (rt, pt], gdzie 0 < rt < pt lub [0, pt], gdzie pt > 0.

6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono geometryczn  struktur  zbioru wektorów cen równowagi 
w modelu rynku typu Gale’a-Shapleya. Jak si  okazuje struktura tego zbioru jest 
istotnie ró na od struktury odpowiedniego zbioru dla modeli typu Shapleya-Shubika 
(dla modeli typu S.-S. zbiór wektorów cen równowagi jest zbiorem wypuk ym). 
Model rynku typu Gale’a-Shapleya mo e by  traktowany jako alternatywny w sto-
sunku do modelu Shapleya-Shubika (b d cego z kolei rozszerzeniem klasycznego 
modelu Gale’a) model rynku ze sko czon  liczb  niepodzielnych dóbr. Modele typu 
G.-S. w przeciwie stwie do modeli S.-S. nie by y do tej pory przedmiotem bada  
(przynajmniej z punktu widzenia teorii równowagi typu Walrasa), a wydaje si , e s  
warte zainteresowania ze wzgl du na sw  prostot , naturalno  i zwi zek z dobrze 
znanymi modelami rekrutacji.
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STRUKTURA ZBIORU WEKTORÓW CEN RÓWNOWAGI W MODELU RYNKU 
TYPU GALE’A-SHAPLEYA

S t r e s z c z e n i e

W artykule porównano model rynku dóbr niepodzielnych przedstawiony przez Gale’a (1960) 
w ksi ce The Theory of Linear Economic Models z modelem rynku wzorowanym na modelu rekrutacji 
kandydatów do szkó  przedstawionym przez Gale’a i Shapleya (1962). Dla modelu rynku typu Gale’a-
-Shapleya (który zosta  bardziej szczegó owo opisany w pracy witalskiego, 2014) scharakteryzowano 
zbiór wektorów cen równowagi jako roz czn  sum  n-wymiarowych prostopad o cianów.

S owa kluczowe: równowaga rynkowa, rynek dóbr niepodzielnych, model Gale’a-Shapleya, model 
Shapleya-Shubika

THE STRUCTURE OF THE SET OF VECTORS OF EQUILIBRIUM PRICES IN THE MARKET 
MODEL OF GALE-SHAPLEY TYPE

A b s t r a c t

In the paper we compare market model of Gale (1960) presented in the book The Theory of Linear 
Economic Models (for  nite set of indivisible goods) with the market model based on the college admis-
sion model of Gale and Shapley (1962). For the market model of Gale-Shapley type (which was presen-
ted in details by witalski, 2014) we characterize the set of vectors of equilibrium prices as a disjoint 
union of some n-dimensional rectangular parallelepipeds.

Keywords: market equilibrium, market model for indivisible goods, Gale-Shapley model, Shapley-
-Shubik model


