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1. WSTEP!

Artykut wpisuje si¢ w nurt tych (nielicznych) prac z teorii magistral, w ktérych dowo-
dzi si¢ tzw. efektu magistrali w niestacjonarnych modelach dynamiki ekonomicznej
typu Neumanna-Gale’a2. Do jednej z takich prac nalezy artykut Panek (2014), w kt6-
rym udowodnione zostato tzw. ,,stabe” twierdzenie o magistrali w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a z rosnacym tempem wzrostu produkcji na magistrali gtoszace,
ze w diugich okresach czasu (dtugich horyzontach gospodarki) T = {0,1, ..., t;},
t; < +oo, optymalne procesy wzrostu przebiegajag w dowolnie bliskim (w sensie
odlegtosci katowej) otoczeniu pewnej $ciezki wzrostu, zwanej magistrala, na ktorej
gospodarka rozwija sie w najwyzszym tempie.

Wykorzystujac idee dowodu twierdzenia 5 przedstawionego w pracy Panek
(2013b) dowodzimy, ze jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a — podobnej do
opisanej we wspomnianej pracy Panek (2014) — optymalny proces wzrostu w pewnym
okresie czasu ¢ < t; dociera do magistrali, a ceny (von Neumanna) nie zmieniaja sie
zbyt gwattownie, to niezaleznie od dtugosci horyzontu (niezaleznie od t;) proces taki
przez wszystkie kolejne okresy t € T pozostaje blisko magistrali, za wyjatkiem by¢
moze koncowego okresu t; .

2. MODEL. ROWNOWAGA CHWILOWA VON NEUMANNA

Zaktadamy, ze czas t zmienia si¢ skokowo, t =0, 1, 2, .... W gospodarce zuzywa
sie i wytwarza n towaréw. Przez x(t) = (Xy(t), X5(t),....x,(t)) = 0 oznaczamy wek-
tor towarow zuzywanych w okresie t (wektor naktadow), a przez y(t) = (yi(t),
Yo(b),....¥n(t)) = 0 wektor towaréw wytwarzanych w tym okresie (wektor produkcji).
Jezeli z naktaddw x(t) mozna wytworzy¢ produkcje y(t), wtedy o parze (x(t), y(t))

1 Pomyst tego artykutu zrodzit sie po ztozeniu do druku pracy Panek (2014). Sam model, poza
jednym warunkiem, nie rdzni si¢ od jego wersji przedstawionej we wspomnianej pracy. Prezentujemy
go maksymalnie syntetycznie, odsytajac zainteresowanego Czytelnika do pracy autora z 2014 r.

2 Zob. np. Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler (1972), Panek (2013a,b, 2014).
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mowimy, ze opisuje dopuszczalny proces produkcji w okresie t. Przez Z(t) c R?"
oznaczamy zbidr wszystkich dopuszczalnych proceséw produkcji w gospodarce
w okresie t = 0, 1, 2, .... Nazywamy go przestrzenia produkcyjng Gale’a w okre-
sie t. Warunek (x(t), y(t)) € Z(t) (rbwnowaznie (X, y) € Z(t) oznacza, ze w okresie t
z nakladéw x(t) mozliwe jest wytworzenie produkcji y(t). Przestrzenie produkcyjne
Z(t) spetniaja nastgpujace warunki:

(G1) v(x',yY) e Z(t) V(x%,y?) € Z(t) Ya, B = O((ax® + Bx%, ay' + By?) € Z(D)).
(G2) v(x,y)eZ(t) (x=0=y=0).
(G3) V(x,y)eZ(t)Vx' Zx VO=y =y ((x,y) e Z(®)).

(G4) Zbiory Z(t) sa domkniete w R?",

Warunki powyzsze obowiazuja w catej pracy. Tak zdefiniowane przestrzenie produk-
cyjne sa stozkami zanurzonymi w R2" z wierzchotkami w 0, ktorych ksztatt moze
zmienia¢ sie z czasem, stosownie do zmian technologii produkcji (szerzej: postepu
technologiczno-organizacyjnego) w gospodarce. Z warunku (G2) wynika, ze jezeli
(X, y) € Z(t) oraz (x, y) # 0, to X # 0 Dalej interesuja nas wytacznie niezerowe

procesy (x(t), y(t)).
Liczbe

a(x(t),y(t)) = max {a| ax(t) = y(t)}
nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x(t), y(t)) e Z(t)

\{0}. Funkcja « jest ciagta i dodatnio jednorodna stopnia O na obszarze okreslonosci;
Panek (2003, tw. 5.2). Liczbe

Ay e = MAX(x, y)ez(e)\ {0} X (%, ¥) (1)

nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Zadanie (1) ma rozwiazanie, tj.

vt > 03(x(t), y(0) € ZO)(a(x(®), 7)) = anye),
Panek (2013b, tw.2). MOwimy, ze para (f(t),y(t)) opisuje optymalny proces pro-

dukcji w okresie t. Z dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji wynika, ze procesy te
sg okreslone z doktadnoscia do struktury:

vt > 0V2A> 0 (a(Ax(), 15(0)) = a(x(6), y(1)) = an,).
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Zaktadamy, ze
(G5) W optymalnych procesach produkcji wytwarzane sa wszystkie towarys3.
Wodweczas z (G1) wynika, ze

vt > 03(x(0), 7(t)) € Z(t) (a(X(®), ¥(1)) = ame & an e X(t) = () > 0). (2)

Przez p(t) = (pl(t),pz(t), ...,pn(t)) = 0 oznaczamy wektor cen towaréw w niesta-
cjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Liczbe

(p(@®),y(®))

Bl®.y®.p(0) = 55y

nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu (x(t), y(t)) przy cenach
p(t) (przez (a, b) oznaczamy iloczyn skalarny wektorow a, b). W regularnej gospo-
darce Gale’a w kazdym okresie t > 0 istnieja takie ceny p(t) > 0, nazywane cenami
von Neumanna, przy ktérych

B(x(®), 7(0), (1)) = maxyezano By, P(0) = auy, (3)

Panek (2003, tw. 5.4). Méwimy, ze trojka {auw,., (£(0), 7(t)),p(t)} opisuje stan chwi-
lowej réwnowagi von Neumanna w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. W réwnowa-
dze takiej w kazdym okresie t dochodzi do zréwnania technologicznej efektywnosci
produkcji z efektywnoscia ekonomiczng i jest to zawsze najwyzsza efektywnosé
jaka moze osiggna¢ gospodarka. Ceny w réwnowadze von Neumanna sg okreslone
z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez stata dodatnig). Interesuje nas niestacjo-
narna gospodarka Gale’a, w ktérej mozliwe jest ustalenie takich cen p(t), aby byty
one nierosnace*:

(G6) vt =0 (p(t+ 1) = p(v)).

3. TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Oznaczamy przez T = {0, 1, ..., t;}, t; < +oo, podzbidr okreséw czasu, ktory dalej
nazywamy horyzontem gospodarki. Liczba t; oznacza jednoczesnie dtugosé hory-
zontu T. Niech t < t;. Wezmy dwa sasiednie procesy produkcji:

3 Tzw. warunek regularnosci gospodarki, zob. np. Panek (2003, rozdz. 5, pkt 5.1).
4 Warunek jest spetniony gdy np. ceny von Neumanna sg zawsze (w kazdym okresie t) dodatnie.
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(x(@®),y(0) € Z(D),
(x(t+ 1), y(t+ 1) € Z(t+1).

Zaktadamy, ze gospodarka jest zamknieta w tym sensie, ze naktady w okresie nastep-
nym moga pochodzi¢ tylko z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim:

x(t+1) = y(0),
co wobec (G3) prowadzi do warunku:
(y@®),yt+1)) € Zt+1), t=01,..,t; — 1. (4)
Ustalmy poczatkowy wektor produkciji:
y(0) = y° > 0. 5)

O ciaggu wektorow {y(t)}il=0 spetniajacym warunki (4), (5) méwimy, ze opisuje
(Y9, t;) — dopuszczalny proces wzrostu (trajektorie produkcji) w niestacjonarnej gospo-
darce Gale’a. Wezmy ceny von Neumanna p(t;) i rozpatrzmy nastepujace zadanie
wzrostu docelowego (maksymalizacji wartosci produkcji wytworzonej w gospodarce
w ostatnim okresie horyzontu T):

max (p(ty),y(t1)),
(y®,yt+1D) € Z(t+1), t=01,..,t; -1,
y(0) =y°>0.

Jego rozwigzanie {y*()}iL, nazywamy (y° ti,p(t;)) — optymalnym procesem
wzrostu (trajektorig produkcji) w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.> Zauwazmy, ze
biorac dowolny optymalny proces produkcji (¥(t),¥(t)) € Z(t),t =0,1,...,t; — 1,
mozna zawsze decyduja o tym warunki (G1), (G5)) wskaza¢ taki optymalny proces
produkcji (x(t + 1), y(t + 1)) €Z(t + 1), ze

x(t+1) =y().

5 Przy przyjetych zatozeniach zadanie to ma rozwigzanie. Dowdd przebiega podobnie jak dowdd
tw. 5.7 w pracy Panek (2003).
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Zaktadamy, ze
(G7) Niezaleznie od dtugosci horyzontu T = {0, 1, ..., t;} stnieje ciagg optymalnych
proceséw produkeji {X(), ¥()}iLo. , w ktorym:

x(t+ 1) =y(t).

Wéwczas ciag {7(t)}iL, tworzy (¥(0),t;) — dopuszczalny proces wzrostu, w ktérym

y(t + 1) = aM,t+17(t) > 01 t= 0: 1""91:1 - 1' (6)

czyli

v, 2 1vt e T={0, 1, ..., t;} < }:(t) = § = const > 0>,
Iyl

(tutaj i dalej |lall = X;a;). Proces taki charakteryzuje sie statg w czasie (optymalng)
strukturg produkcji § oraz maksymalnym (cho¢ zmiennym w czasie) tempem wzrostu
produkcji. Potprosta

N = {A5| 1 > 0}

wyznacza tzw. magistrale produkcyjna (promien von Neumanna) w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a, na ktérej produkcja rosnie z okresu na okres w maksymalnym
tempie. Wszystkie procesy wzrostu postaci (6) leza na magistrali.

Zgodnie z (3) ekonomiczna efektywnos¢ B(x (1), y(»),p(t)) dowolnego procesu
produkeji (x(t),y(t)) € Z(t) \ {0} nie przekracza technologicznej efektywnosci amt
Maksymalng technologiczng efektywnos¢ gospodarka osigga na magistrali. Dochodzi
wowczas do zrownania obu tych efektywnosci (i to na najwyzszym mozliwym do
osiggniecia poziomie). Zasadne jest wiec przyjecie, ze:

(G8) Vt=>0V(x(t), y(t)) € Z() (x(t) & N = B(x(t), y(t),p(t)) < apy -
Jezeli spetniony jest ten warunek, to:

x(t)

VE = 0Ve > 0368, € (0,ay,) V(x(®),y(D) € Z(t) ( ol

—§||2£=>

B(x(0),y3), P(1) < @ue — Bee ), (7)
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Panek (2003, lemat 5.2)6. Aby wykluczy¢ sytuacje, gdy z uptywem czasu dla pewnej
liczby ¢ > 0

)
lim—% = 0
t O(M’t
zaktadamy, ze:’
(G9) Ve >03v, >0Vt > 0<&2v£).
am,t
Przypadek lim, j“ = 0 jest mato realistyczny. Oznacza, ze z czasem efektywnosé¢
M,t

ekonomiczna procesu zbliza sie do optymalnej nawet wéweczas, gdy struktura procesu
odbiega stale od optymalnej o ustalona wielkos¢ ¢ > 0 Poniewaz 6, € (0, apy),
wigc vs € (0,1) .

o Twierdzenie (0 magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a)

Ustalmy horyzont T = {0,1,..., t;} (0 < t; < +o) i wezmy liczbe ¢ > 0 Niech liczba
v, spelnia warunek (G9) oraz (y°, t;,5(t1)) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}%,
w pewnym okresie ¢ < t; dociera do magistrali:

y*(f) € N.

Jezeli zachodza warunki (G1) — (G8) oraz ceny von Neumanna w okresach
t+1,..., t; spetniaja warunek®:

max  (p(t),5)
te{f+1,..t1}

mingeg, (P05 1-ve

: (8)

b

to

vte{F+1, ..t — 1}(”'&:8” —§|| < s).

6 Warunek gtosi, ze efektywnos¢ ekonomiczna dowolnego procesu, w ktorym struktura produkcji
rozni si¢ od magistralnej, jest nizsza od maksymalnej efektywnosci mozliwej do osiagni¢cia na magi-
strali.

7 Z geometrycznego punktu widzenia warunek (G9) wyklucza sytuacje, w ktorej przy t— +oo

stozki Z(t) ,,puchng” w otoczeniu magistrali N.
8 Ceny spetniajace ten warunek nie zmieniaja si¢ gwattownie.
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Dowod. Z (3), (4) oraz definicji funkcji g wnioskujemy, ze

(ﬁ(t + 1)r y*(t + 1)) < aM,t+1<ﬁ(t + 1)! y*(t)>: t= 0,1, ey tl - 1;

Dlat=t; — 1 mamy:

(p(t),y (t)) < aM,t1<ﬁ(t1):y*(t1 - 1)).

W mysl (G6)

(), y (t, — D) < (p(t; — 1),y (t; — D),

a stad
P,y (t)) < ape, Au,e, 1P — 1), y" (£ — 2)).

Postepujac tak dalej dochodzimy do warunku:

Bty ()Y < Tk, ame PO, y* ().
Poniewaz y*(f) € N, wigc

36> 0@W* () =05>0)

y,()

(nalezy przyja¢ o = min; ), czyli:
Pty ()Y < o [1L s, ame (PD), 3). ©)
Zat6zmy, ze
’ Y y (t
At e{t+1,..,t — }(””y ] || > e).

Wodweczas, zgodnie z (7),

ﬁ(y*(t’);y*(t’ +1),p(t" + 1)) S Aypre1 — Oeti 1
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czyli

P +1),y" (' + D) < (Quer41 = Geer41)BE + 1,57 (). (10)
Laczac (9), (10) mamy:

(), y"(t)) < U(Httl:z“ aM,t)(aM,t’+1 - 6£,t’+1)<ﬁ(f)' 5). (11)

t#t!+1

Utwérzmy nastepujacy ciag wektoréw produkcji {7(£)}L,:

y*(t), t=0,1,..1%,

t oy
r=is1 Ay, t=1+ 1,..t.

y(6) = {Gs_

Ciag ten tworzy proces (Yy°, t;) — dopuszczalny, ktéry dostajemy ,,ze sklejenia” poczat-
kowego fragmentu optymalnej trajektorii {y*(t)}:L, (dla t < £) i dopuszczalnej tra-
jektorii postaci (6) (dla t > t). Z definicji procesu optymalnego:

(P(t2),y" (8)) = (11, F(t1)) = 0 Tl;L g,y @) (P(t1), 5). (12)

Z (11), (12) otrzymujemy nierébwnos¢:

0< 0H§1=5+1 an,)(P(t1),5) < O-(Htl}:f{-l aM,t)(aM,t’+1 - Sg,t’+1)(ﬁ(f);5_>,

t=t/+1

z ktérej — zwazywszy na warunki (G9) i (8) — wynika, ze

1 < Ept! 41 < (p(D).5) 1

0< < < .
1=ve = apr =014 (P(t1),3)  1-ve

Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowaod. [
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4. UWAGI KONCOWE

Przedstawiony model rézni sie od wiekszosci znanych wersji modelu Neumanna-
Gale’a przede wszystkim zatozeniem o zmiennej technologii (zmieniajacych w czasie
przestrzeniach produkcyjnych Z(t)). Gospodarka moze rozwija¢ sie w maksymalnym
tempie (réznym w r6znych okresach) pod warunkiem osiagniecia optymalnej struk-
tury produkcji charakterystycznej dla magistrali N (swoista ,,droga najszybszego
ruchu” gospodarki). W standardowych, stacjonarnych modelach Neumanna-Gale’a
(ze statg technologia) dowodzi si¢ woéwczas, ze niezaleznie od dtugosci horyzontu
T={0,1,..., t;} optymalny proces wzrostu:

— przebiega w dowolnie bliskim otoczeniu magistrali, za wyjatkiem co najwyzej
pewnej liczby okresow poczatkowych i koncowych (innymi stowy, im dtuzszy jest
horyzont, tym diuzej w jego srodkowym okresie gospodarka rozwija sie w otocze-
niu magistrali),

— jezeli w pewnym okresie ¢ gospodarka dociera do magistrali, wtedy pozostaje na
niej przez wszystkie nastepne okresy horyzontu T, poza co najwyzej (jednym)
koncowym okresem t; .

Pierwsza grupeg twierdzen przyjeto w literaturze nazywac ,,silnymi”, druga ,,bar-
dzo silnymi” twierdzeniami o magistrali®. Przedstawione w artykule twierdzenie jest
ogniwem posrednim miedzy wersja ,,silng” i ,,bardzo silng”. Co istotne na tle litera-
tury, jego dowod nie wymaga dodatkowych zatozen o kierunkach zmian technologii
w gospodarcel®.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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O PEWNEJ WERSJI TWIERDZENIA O MAGISTRALI W GOSPODARCE GALE’A
ZE ZMIENNA TECHNOLOGIA

Streszczenie

Artykut wpisuje sie w nurt nielicznych prac z ekonomii matematycznej, zawierajacych dowody tzw.
twierdzen o magistrali w modelach niestacjonarnych gospodarek typu Neumanna-Gale’a. Wykorzystu-
jac ide¢ dowodu twierdzenia 5 przedstawionego w pracy Panek (2013b) udowodniono wersje posred-
nig- miedzy ,,silng” i ,,bardzo silng” — twierdzenia o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
gloszaca, ze jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a optymalny proces wzrostu w pewnym okresie
czasu dociera do magistrali, a ceny (von Neumanna) nie zmieniaja Si¢ zbyt gwattownie, to niezaleznie
od dtugosci horyzontu proces taki przez wszystkie kolejne okresy (za wyjatkiem co najwyzej ostatniego)
przebiega w poblizu magistrali.

Slowa Kkluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, przestrzen produkcyjna, technologiczna i eko-
nomiczna efektywnos¢ produkcji, rbwnowaga von Neumanna, magistrala produkcyjna

A NEW APPROACH TO THE TURNPIKE THEOREM IN THE GALE ECONOMY
WITH CHANGEABLE TECHNOLOGY

Abstract

This article is part of a trend of few works of mathematical economics containing proofs of the
so-called turnpike theorems in the non-stationary Neumann-Gale economies. Using the idea of the proof
of theorem 5 in the article Panek (2013b) the intermediate version was proven, that stands between the
“strong” and the “very strony” turnpike theorem in the non-stationary Gale economy. It states that if in
the non-stationary Gale’s economy the optimal growth process in a certain period of time reaches the
turnpike and the (von Neumann) prices do not change to abruptly, than irrespectively of the length of
the horizon, such a process for all subsequent periods (except for perhaps the final time) can be found
in the turnpike’s proximity.

Keywords: non-stationary Gale economy, production set, technological and economic production
efficiency, von Neumanna equilibrium, production turnpike



