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1. WST P1

Artyku  wpisuje si  w nurt tych (nielicznych) prac z teorii magistral, w których dowo-
dzi si  tzw. efektu magistrali w niestacjonarnych modelach dynamiki ekonomicznej 
typu Neumanna-Gale’a2. Do jednej z takich prac nale y artyku  Panek (2014), w któ-
rym udowodnione zosta o tzw. „s abe” twierdzenie o magistrali w niestacjonarnej 
gospodarce Gale’a z rosn cym tempem wzrostu produkcji na magistrali g osz ce, 
e w d ugich okresach czasu (d ugich horyzontach gospodarki) T = {0,1, ..., t1}, 

t1 < + , optymalne procesy wzrostu przebiegaj  w dowolnie bliskim (w sensie 
odleg o ci k towej) otoczeniu pewnej cie ki wzrostu, zwanej magistral , na której 
gospodarka rozwija si  w najwy szym tempie.

Wykorzystuj c ide  dowodu twierdzenia 5 przedstawionego w pracy Panek 
(2013b) dowodzimy, e je eli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a – podobnej do 
opisanej we wspomnianej pracy Panek (2014) – optymalny proces wzrostu w pewnym 
okresie czasu  dociera do magistrali, a ceny (von Neumanna) nie zmieniaj  si  
zbyt gwa townie, to niezale nie od d ugo ci horyzontu (niezale nie od t1) proces taki 
przez wszystkie kolejne okresy t  T pozostaje blisko magistrali, za wyj tkiem by  
mo e ko cowego okresu t1 .

2. MODEL. RÓWNOWAGA CHWILOWA VON NEUMANNA

Zak adamy, e czas t zmienia si  skokowo, t = 0, 1, 2, …. W gospodarce zu ywa 
si  i wytwarza n towarów. Przez x(t) = (x1(t), x2(t),...,xn(t))  0 oznaczamy wek-
tor towarów zu ywanych w okresie t (wektor nak adów), a przez y(t) = (y1(t), 
y2(t),...,yn(t))  0 wektor towarów wytwarzanych w tym okresie (wektor produkcji). 
Je eli z nak adów x(t) mo na wytworzy  produkcj  y(t), wtedy o parze (x(t), y(t)) 

1 Pomys  tego artyku u zrodzi  si  po z o eniu do druku pracy Panek (2014). Sam model, poza 
jednym warunkiem, nie ró ni si  od jego wersji przedstawionej we wspomnianej pracy. Prezentujemy 
go maksymalnie syntetycznie, odsy aj c zainteresowanego Czytelnika do pracy autora z 2014 r. 

2 Zob. np. Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler (1972), Panek (2013a,b, 2014).
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mówimy, e opisuje dopuszczalny proces produkcji w okresie t. Przez   
oznaczamy zbiór wszystkich dopuszczalnych procesów produkcji w gospodarce 
w okresie t = 0, 1, 2, …. Nazywamy go przestrzeni  produkcyjn  Gale’a w okre-
sie t. Warunek (x(t), y(t))  Z(t) (równowa nie (x, y)  Z(t) oznacza, e w okresie t 
z nak adów x(t) mo liwe jest wytworzenie produkcji y(t). Przestrzenie produkcyjne 
Z(t) spe niaj  nast puj ce warunki:

(G1)  

(G2)  . 

(G3)  . 

(G4) Zbiory Z(t) s  domkni te w R2n.
Warunki powy sze obowi zuj  w ca ej pracy. Tak zde  niowane przestrzenie produk-
cyjne s  sto kami zanurzonymi w   z wierzcho kami w 0, których kszta t mo e 
zmienia  si  z czasem, stosownie do zmian technologii produkcji (szerzej: post pu 
technologiczno-organizacyjnego) w gospodarce. Z warunku (G2) wynika, e je eli 
(x, y)  Z(t) oraz (x, y) , to x  Dalej interesuj  nas wy cznie niezerowe 
procesy (x(t), y(t)).

Liczb

 

nazywamy wska nikiem technologicznej efektywno ci procesu (x(t), y(t))  Z(t) 
\{0}. Funkcja  jest ci g a i dodatnio jednorodna stopnia 0 na obszarze okre lono ci; 
Panek (2003, tw. 5.2). Liczb

 =   (1)

nazywamy optymalnym wska nikiem technologicznej efektywno ci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Zadanie (1) ma rozwi zanie, tj.

 

Panek (2013b, tw.2). Mówimy, e para   opisuje optymalny proces pro-
dukcji w okresie t. Z dodatniej jednorodno ci stopnia 0 funkcji wynika, e procesy te 
s  okre lone z dok adno ci  do struktury:

. 
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Zak adamy, e
(G5) W optymalnych procesach produkcji wytwarzane s  wszystkie towary3.
Wówczas z (G1) wynika, e 

 .  (2)

Przez   oznaczamy wektor cen towarów w niesta-
cjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Liczb

 

nazywamy wska nikiem ekonomicznej efektywno ci procesu (x(t), y(t)) przy cenach 
p(t) (przez a, b  oznaczamy iloczyn skalarny wektorów a, b). W regularnej gospo-
darce Gale’a w ka dym okresie t  0 istniej  takie ceny , nazywane cenami 
von Neumanna, przy których

       (3)

Panek (2003, tw. 5.4). Mówimy, e trójka   opisuje stan chwi-
lowej równowagi von Neumanna w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. W równowa-
dze takiej w ka dym okresie t dochodzi do zrównania technologicznej efektywno ci 
produkcji z efektywno ci  ekonomiczn  i jest to zawsze najwy sza efektywno  
jak  mo e osi gn  gospodarka. Ceny w równowadze von Neumanna s  okre lone 
z dok adno ci  do struktury (mno enia przez sta  dodatni ). Interesuje nas niestacjo-
narna gospodarka Gale’a, w której mo liwe jest ustalenie takich cen , aby by y 
one nierosn ce4:
(G6) . 

3. TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Oznaczamy przez T = {0, 1, …, t1}, t1 < + , podzbiór okresów czasu, który dalej 
nazywamy horyzontem gospodarki. Liczba t1 oznacza jednocze nie d ugo  hory-
zontu T. Niech t < t1. We my dwa s siednie procesy produkcji: 

3 Tzw. warunek regularno ci gospodarki, zob. np. Panek (2003, rozdz. 5, pkt 5.1).
4 Warunek jest spe niony gdy np. ceny von Neumanna s  zawsze (w ka dym okresie t) dodatnie.
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. 

Zak adamy, e gospodarka jest zamkni ta w tym sensie, e nak ady w okresie nast p-
nym mog  pochodzi  tylko z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim:

 

co wobec (G3) prowadzi do warunku: 

     .   (4)

Ustalmy pocz tkowy wektor produkcji:

  .  (5)

O ci gu wektorów   spe niaj cym warunki (4), (5) mówimy, e opisuje 
(y0, t1) – dopuszczalny proces wzrostu (trajektori  produkcji) w niestacjonarnej gospo-
darce Gale’a. We my ceny von Neumanna  i rozpatrzmy nast puj ce zadanie 
wzrostu docelowego (maksymalizacji warto ci produkcji wytworzonej w gospodarce 
w ostatnim okresie horyzontu T):

  

    

 . 

Jego rozwi zanie   nazywamy   – optymalnym procesem 
wzrostu (trajektori  produkcji) w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.5 Zauwa my, e 
bior c dowolny optymalny proces produkcji  
mo na zawsze decyduj  o tym warunki (G1), (G5)) wskaza  taki optymalny proces 
produkcji Z(t + 1), e 

 

5 Przy przyj tych za o eniach zadanie to ma rozwi zanie. Dowód przebiega podobnie jak dowód 
tw. 5.7 w pracy Panek (2003).
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Zak adamy, e 
(G7) Niezale nie od d ugo ci horyzontu T = {0, 1, …, t1} stnieje ci g optymalnych 
procesów produkcji , w którym:

 

Wówczas ci g   tworzy   – dopuszczalny proces wzrostu, w którym 

    (6)

czyli

t1  1 t T = {0, 1, …, t1}  

(tutaj i dalej .  Proces taki charakteryzuje si  sta  w czasie (optymaln ) 
struktur  produkcji   oraz maksymalnym (cho  zmiennym w czasie) tempem wzrostu 
produkcji. Pó prosta

 

wyznacza tzw. magistral  produkcyjn  (promie  von Neumanna) w niestacjonarnej 
gospodarce Gale’a, na której produkcja ro nie z okresu na okres w maksymalnym 
tempie. Wszystkie procesy wzrostu postaci (6) le  na magistrali. 

Zgodnie z (3) ekonomiczna efektywno    dowolnego procesu 
produkcji   nie przekracza technologicznej efektywno ci M,t. 
Maksymaln  technologiczn  efektywno  gospodarka osi ga na magistrali. Dochodzi 
wówczas do zrównania obu tych efektywno ci (i to na najwy szym mo liwym do 
osi gni cia poziomie). Zasadne jest wi c przyj cie, e:

(G8)  t  0 (x(t), y(t)) . 

Je eli spe niony jest ten warunek, to:

   (7)
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Panek (2003, lemat 5.2)6. Aby wykluczy  sytuacj , gdy z up ywem czasu dla pewnej 
liczby  > 0 

 

zak adamy, e:7

(G9) . 

Przypadek   jest ma o realistyczny. Oznacza, e z czasem efektywno  
ekonomiczna procesu zbli a si  do optymalnej nawet wówczas, gdy struktura procesu 
odbiega stale od optymalnej o ustalon  wielko   > 0 Poniewa  ,t  (0, M,t), 
wi c vs  (0,1) .

 Twierdzenie (o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a)

Ustalmy horyzont T = {0,1,..., t1} (0 < t1 < + ) i we my liczb   > 0 Niech liczba 
v  spe nia warunek (G9) oraz  – optymalny proces wzrostu   
w pewnym okresie   dociera do magistrali:

  

Je eli zachodz  warunki (G1) – (G8) oraz ceny von Neumanna w okresach 
,…, t1 spe niaj  warunek8:

      (8)

to
. 

6 Warunek g osi, e efektywno  ekonomiczna dowolnego procesu, w którym struktura produkcji 
ró ni si  od magistralnej, jest ni sza od maksymalnej efektywno ci mo liwej do osi gni cia na magi-
strali.

7 Z geometrycznego punktu widzenia warunek (G9) wyklucza sytuacj , w której przy t  +  
sto ki Z(t) „puchn ” w otoczeniu magistrali N.

8 Ceny spe niaj ce ten warunek nie zmieniaj  si  gwa townie.
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Dowód. Z (3), (4) oraz de  nicji funkcji  wnioskujemy, e 

  

Dla t = t1 – 1 mamy:

. 

W my l (G6) 

 

a st d

. 

Post puj c tak dalej dochodzimy do warunku:

. 

Poniewa    wi c 

  

(nale y przyj     czyli:

 .  (9)

Za ó my, e 

 . 

Wówczas, zgodnie z (7),
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czyli

  (10)

cz c (9), (10) mamy:

 .   (11)

Utwórzmy nast puj cy ci g wektorów produkcji  

 

Ci g ten tworzy proces (y0, t1) – dopuszczalny, który dostajemy „ze sklejenia” pocz t-
kowego fragmentu optymalnej trajektorii   (dla   i dopuszczalnej tra-
jektorii postaci (6) (dla .  Z de  nicji procesu optymalnego:

    (12)

Z (11), (12) otrzymujemy nierówno :

 

z której – zwa ywszy na warunki (G9) i (8) – wynika, e

 

Otrzymana sprzeczno  zamyka dowód.      
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4. UWAGI KO COWE

Przedstawiony model ró ni si  od wi kszo ci znanych wersji modelu Neumanna-
Gale’a przede wszystkim za o eniem o zmiennej technologii (zmieniaj cych w czasie 
przestrzeniach produkcyjnych Z(t)). Gospodarka mo e rozwija  si  w maksymalnym 
tempie (ró nym w ró nych okresach) pod warunkiem osi gni cia optymalnej struk-
tury produkcji charakterystycznej dla magistrali N (swoista „droga najszybszego 
ruchu” gospodarki). W standardowych, stacjonarnych modelach Neumanna-Gale’a 
(ze sta  technologi ) dowodzi si  wówczas, e niezale nie od d ugo ci horyzontu 
T = {0,1,..., t1} optymalny proces wzrostu: 

  przebiega w dowolnie bliskim otoczeniu magistrali, za wyj tkiem co najwy ej 
pewnej liczby okresów pocz tkowych i ko cowych (innymi s owy, im d u szy jest 
horyzont, tym d u ej w jego rodkowym okresie gospodarka rozwija si  w otocze-
niu magistrali),

  je eli w pewnym okresie   gospodarka dociera do magistrali, wtedy pozostaje na 
niej przez wszystkie nast pne okresy horyzontu T, poza co najwy ej (jednym) 
ko cowym okresem t1 .
Pierwsz  grup  twierdze  przyj to w literaturze nazywa  „silnymi”, drug  „bar-

dzo silnymi” twierdzeniami o magistrali9. Przedstawione w artykule twierdzenie jest 
ogniwem po rednim mi dzy wersj  „siln ” i „bardzo siln ”. Co istotne na tle litera-
tury, jego dowód nie wymaga dodatkowych za o e  o kierunkach zmian technologii 
w gospodarce10. 
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O PEWNEJ WERSJI TWIERDZENIA O MAGISTRALI W GOSPODARCE GALE’A 
ZE ZMIENN  TECHNOLOGI

S t r e s z c z e n i e

Artyku  wpisuje si  w nurt nielicznych prac z ekonomii matematycznej, zawieraj cych dowody tzw. 
twierdze  o magistrali w modelach niestacjonarnych gospodarek typu Neumanna-Gale’a. Wykorzystu-
j c ide  dowodu twierdzenia 5 przedstawionego w pracy Panek (2013b) udowodniono wersj  po red-
ni - mi dzy „siln ” i „bardzo siln ” – twierdzenia o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a 
g osz c , e je eli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a optymalny proces wzrostu w pewnym okresie 
czasu dociera do magistrali, a ceny (von Neumanna) nie zmieniaj  si  zbyt gwa townie, to niezale nie 
od d ugo ci horyzontu proces taki przez wszystkie kolejne okresy (za wyj tkiem co najwy ej ostatniego) 
przebiega w pobli u magistrali.

S owa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, przestrze  produkcyjna, technologiczna i eko-
nomiczna efektywno  produkcji, równowaga von Neumanna, magistrala produkcyjna 

A NEW APPROACH TO THE TURNPIKE THEOREM IN THE GALE ECONOMY 
WITH CHANGEABLE TECHNOLOGY

A b s t r a c t

This article is part of a trend of few works of mathematical economics containing proofs of the 
so-called turnpike theorems in the non-stationary Neumann-Gale economies. Using the idea of the proof 
of theorem 5 in the article Panek (2013b) the intermediate version was proven, that stands between the 
“strong” and the “very strony” turnpike theorem in the non-stationary Gale economy. It states that if in 
the non-stationary Gale’s economy the optimal growth process in a certain period of time reaches the 
turnpike and the (von Neumann) prices do not change to abruptly, than irrespectively of the length of 
the horizon, such a process for all subsequent periods (except for perhaps the  nal time) can be found 
in the turnpike’s proximity.

Keywords: non-stationary Gale economy, production set, technological and economic production 
ef  ciency, von Neumanna equilibrium, production turnpike 


