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METODA DEA+ W WERSJI JEDNOPRODUKTOWEJ!

1. WSTEP

DEA+ to dwustopniowa procedura estymacji punktowej funkcji produkcji
(transformacji) oraz miernika efektywnosci technicznej danej jednostki produkcyj-
nej w ramach pewnego, semiparametrycznego modelu granicznego. Zaproponowana
zostata w pracy Gstach (1998) i nie zyskata szerszej popularnosci. Jest to jednak
pierwsza chronologicznie metoda, w ktérej metode DEA (z ang. Data Envelopment
Analysis) wigze si¢ ze ztozonym sktadnikiem losowym. Konstrukcja odpowiedniego
modelu i samej metody jest wzorowana na metodzie SFA (z ang. Stochastic Fron-
tier Analysis) — zob. np. Kumbhakar, Lovell (2000). Jest to wiec jeden z pomostow
taczacych DEA z metodami analizy procesu produkcyjnego opartymi na modelach
parametrycznych. Ponadto mozna jg uzna¢ za poprzedniczke obecnie powszechnie
uzywanej metody StoNED (zob. Kuosmanen, Kortelainen, 2012) lub opracowanie
w jezyku polskim Predki (2012).

Wkiad wiasny autora polega po pierwsze na uporzadkowaniu i opisaniu zatozen
odpowiedniego modelu semiparametrycznego bedacego podstawa metodologiczna,
w celu zwiekszenia czytelnosci i jasnosci wywodu. Niektore z zatozen nie wystepuja
explicite w pracy zrddtowej, lecz wynikaja z kontekstu i szczatkowych wzmianek.
Z Kkolei inne przedstawione sa tam w nieco zmienionej formie. Po drugie istotne sg
uwagi krytyczne zawarte w artykule, ktére moga rzuci¢ pewne $wiatto na powody
niskiej popularnosci tej metody. Oryginalny jest réwniez przyktad empiryczny zasto-
sowania, w ktdrym przyjeto inne rozktady sktadowych ztozonego czynnika losowego,
niz w pracy zrodtowej.

2. MODEL SEMIPARAMETRYCZNY

Rozpoczniemy od zdefiniowania wspomnianego wczesniej modelu granicznego
za pomoca szeregu zatozen. Jego idea zostata w duzej czesci zapozyczona z teorii
modeli parametrycznych, gdzie jest obecna od konca lat 70-tych — zob. prace zré6-
dtowe Aigner, Lovell, Schmidt (1977) oraz Meeusen, Van den Broeck (1977). Pierw-

1 Praca wykonana w ramach Badan Statutowych finansowanych przez Wydziat Zarzadzania Uni-
wersytetu Ekonomicznego w Krakowie.
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sze dwa zatozenia sa analogiczne jak w tzw. jednoproduktowym modelu Bankera
(zob. Banker, 1993).

Zalozenie 1 Jednostki produkcyjne wytwarzaja jeden rodzaj produktu z m rodzajéw
naktadéw i postuguja si¢ ta sama technologia reprezentowana przez niemalejaca,
wklestg funkcje produkcji g: X — R, gdzie X jest wypuktym i zwartym podzbiorem
Ro+m.

Zalozenie 2 Dane sa ilosci uzytych naktadéw i wytworzonych produktow dla
n producentéw w postaci proby X,= ((X;, ¥;) € XxRos, j =1, ..., n) rozumianej jako
realizacja ciaggu wektorow losowych o tym samym rozktadzie. Ponadto, wektor x;
charakteryzuje sie gestoscia h:

vx eintX: h(x) > 0,

gdzie IntX to tzw. wnetrze topologiczne zbioru X.

Zatozenie 3 wprowadza tzw. ztozony skladnik losowy wskazujacy, ze zrodtem
niepewnosci w odniesieniu do wielkosci produktu jest nie tylko nieefektywnos¢ tech-
niczna obiektow, lecz takze tzw. szoki zewngtrzne. Gstach wprowadza go w postaci
multiplikatywnej o charakterze ekspotencjalnym e%, ze wzgledu na p6zniejsze symu-
lacje, przeprowadzane na wielkosciach zlogarytmowanych?.

Zalozenie 3 Spetnione jest rownanie:

Vi=1, .., ny;=g(x) eV, 1)

gdzie w; = v; — u; (tzw. ztozony sktadnik losowy).

Kolejne zatozenia opisuja wiasnosci ztozonego sktadnika losowego oraz jego
sktadowych v; i u;.

Zalozenie 4 Zmienne losowe w; tworzg ciagg niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie.

W razie potrzeby bedziemy tu uzywac skrétu i.i.d. (ang. independent and identi-
cally distributed).

Zalozenie 5 Sktadniki ,biatoszumowe” v; maja identyczne rozktady parametryczne
zadane symetryczng gestosciag fy, bedaca funkcja klasy C! na nosniku (-Vmaxs Vmax)
zalezng od wektora parametrow (6\; Vima)-

W czesci empirycznej pracy zrodiowej przyjeto tu symetrycznie uciety rozktad
beta. Natomiast autor niniejszego opracowania wykorzystat w ilustracji symetrycznie
uciety rozktad normalny.

Zatozenie to implikuje w szczegolnosci, iz E(v;)) = 0. Przy czym w kolejnej pracy
Gstach (1999) unika si¢ zatozenia o symetrycznosci gestosci, wprowadza sie¢ tylko

2 W symulacjach przyjmuje on dwa warianty ,,rzeczywistej” funkcji produkcji: Translog oraz
funkcje kawatkami Cobba-Douglasa — szczeg6ly Gstach (1998, s. 168). Drugi z wariantow, po zlogaryt-
mowaniu, jest wiec funkcja kawatkami liniowa, podobna do technologii ptatami liniowej w DEA.
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ograniczenie od gory nosnika przez v,.. Jednoczesnie jednak niezaleznie zaktada si¢
kluczowa wiasnos¢ E(v;) = 0, ktora tu jest implikacja zatozenia 5. Zdaniem autora
zmiana ta jest podyktowana problematycznoscia dolnego ograniczenia nosnika przez
“Vmax» PrZy wyprowadzaniu gestosci tacznej ztozonego sktadnika losowego. Powro-
cimy do tego tematu w czesci czwartej pracy.

Zalozenie 6 Sktadniki u; zwigzane z nieefektywnosciag majg identyczne rozktady
parametryczne zadane gestoscia f, bedaca funkcja klasy C! na nosniku R, zalezng
od parametréw 6.

W pracy zrodtowej przyjeto w symulacjach rozktad pétnormalny, natomiast autor
niniejszego artykutu postuzyt si¢ w ilustracji rozktadem wyktadniczym. W razie
,bogatszej” parametryzacji odpowiednich rozktadéw wielkosci 6y, 6, moga by¢
wektorami parametrow.

Autor metody nie zaktada explicite niezaleznosci ciggu zmiennych losowych v;
oraz niezaleznosci ciaggu zmiennych losowych u;. W pracy Gstach (1998, przypis 5)
zaznacza si¢ jedynie, iz zalozenie 4 mozna ostabi¢ przyjmujac, ze tylko zmienne
losowe v; tworzg ciag i.i.d..

W kwestii niezaleznosci u;, v; oraz wektora x; wspomina sig, iz naktady sa wiel-
kosciami egzogenicznymi, za$ nieefektywnos¢ ma wptyw jedynie na wielkosé¢ pro-
duktu. Jednak, przy wyprowadzaniu postaci tzw. funkcji wiarygodnosci, korzysta sie
z niezaleznosci odpowiednich sktadowych. Przyjmiemy wigc jeszcze jedno zatozenie.
Zalozenie 7 Sktadowe u;, v; sg niezalezne od siebie i od wektora X;.

3. METODA DEA+

Przejdzmy teraz do samej metody DEA+ bazujacej na przedstawionym modelu.
Na poczatek wprowadzmy pewna definicje.
Definicja 1 Funkcje g(x) = g(x)e'™ nazywamy pseudo-granica produkcyjna, zas
sktadnik losowy Ww;=w; - vmax Nazywamy pseudo-efektywnoscia obiektu j-tego.
Zauwazmy, ze:

yi=g(xe” = g0g)e” ™" =g (e, 2)

Ponadto:
W; = Wi—Vmax = (Vj~Vmax) —Uj < 0, 3)
Ki_erunek nierdwnosci wynika z postaci nosnikow gestosci przyjetych w zatozeniach
> %znacza to, ze na obserwowalng wielkos¢ produktu mozna patrze¢ dwojako.

W rzeczywistosci obserwuje si¢ maksymalna wielkos¢ produkcji zaburzona przez
oba rodzaje szokdéw (zewnetrzny i nieefektywnosc). Z drugiej strony, mozna przyjac,
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ze jest to maksymalna wartos¢ pseudogranicy zaburzona przez szok, ktory traktuje
si¢ jak specyficzng nieefektywnos¢ zwigzang z owa pseudogranica. Te druga kon-
cepcje wykorzystano w | etapie metody DEA+. Wprost z definicji wynika, iz ksztait
pseudogranicy jest identyczny jak prawdziwej funkcji produkcji g (jest ona tylko
przesunigta 0 wielkos¢ e'max), Podobnie sprawa ma si¢ z rozktadem odchylenia W;.
Na mocy zatozenia 4 oraz wprost z definicji 1, pseudoefektywnosci tworza ciag i.i.d.,
a ich rozktad jest rozktadem ztozonego sktadnika losowego w; przesunigtym w dot
0 Wielko$¢ V.

Jak wspomniano na poczatku, DEA+ jest procedurag dwuetapows. W etapie | sto-
suje sie zwykta metode DEA do estymacji pseudogranicy i pseudoefektywnosci dla
obiektu j-tego, w sposéb analogiczny jak w jednoproduktowym modelu Bankera (por.
Banker, 1993). Oznacza to, iz:

A~ n n n
g (x;) = max{y: 34> 0: xozz/ljoxj , yszlljoyj , Z/Ijo =1}. (4)
=1 1

j=1
Zas ze wzgledu na multiplikatywna posta¢ ztozonego sktadnika losowego:
W, = In(y;) - In(g (). (5)

Sensownos¢ etapu | legitymizuje nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1 Przy wprowadzonych zatozeniach 1-7:
- g(x,-) jest zgodnym estymatorem g (x;), dla xjeintX;
— asymptotyczny rozktad odchylenia W, jest identyczny jak sktadnika losowego W;.
Dowdd: Teza wynika z twierdzen 5 i 6 zawartych w pracy Banker (1993) zastosowa-
nych w odniesieniu do wielkosci é(xj) oraz W; (wszystkie zatozenia tych twierdzen
sg tu spetnione).

W etapie 1l metody DEA+ oblicza si¢ za pomoca MNW oceny parametrow
0 = (Ou, O\» Vmax), Opierajac si¢ na ocenach pseudoefektywnosci w;, obliczonych
w etapie I. Oznacza to, iz:

(6, év=\7max) =argmax, In{HfW (V:\'IJG)} , (6)

ieJ
gdzie
o\ 0
fW(VT/)= va(v+vaﬁU(V—W v, (7)
oraz )

W.< 0}. (8)
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Wprowadzenie zbioru J oznacza, ze w estymacji bierze si¢ pod uwage wytacznie
tzw. obiekty pseudonieefektywne czyli takie, ze W;< 0. Dla obiektéw pseudoefek-

tywnych, gdzie W, = 0, formuta (6) ulega degeneracji. Ponadto nie mozna wtedy
wykluczyg¢, iz x;¢intX. Co z kolei oznacza, ze metoda DEA+ moze by¢ niezgodna.
Gstach wskazuje jednak, iz asymptotycznie frakcja obiektdw poza zbiorem J jest
zaniedbywalna, tzn. zachodzi:

{il,@u)}
lim-= J_o, 9)

n—oo n

gdzie I(-) — funkcja wskaznikowa. Tak wigc w sensie asymptotycznym nie bedzie
miato znaczenia czy procedure wykonuje sie na wszystkich obserwacjach, czy tylko
na tych pseudonieefektywnych.

Majac oceny wszystkich parametrow charakteryzujacych rozktady obu sktado-
wych ztozonego sktadnika losowego mozna po pierwsze obliczy¢ ocene punktowg
funkcji produkcji:

§0g) = g (g)e ™. (10)

Przy uzyciu metod analogicznych jak w SFA mozna tez otrzymaé¢ oceng miernika
efektywnosci j-tego obiektu (zob. np. Kumbhakar, Lovell, 2000). Przy czym autor
metody jedynie wspomina o tej mozliwosci w pracy Gstach (1999) nie realizujac
jejé. Warto zaznaczy¢, iz uzyskujac w szczegoélnosci oceny wariancji obu sktadowych
czynnika losowego, nie zachodzi koniecznos¢ stosowania metody momentow czy
pseudowiarygodnosci. Pierwsza z nich cho¢ prosta nie jest pozbawiona wad i ograni-
czen — zob. Kumbhakar, Lovell (2000). Druga natomiast jest dos¢ zmudna od strony
obliczeniowej — zob. np. Kuosmanen, Kortelainen (2012).

Wedtug Gstacha (1998) zgodnos¢ estymatora wykorzystywanego w etapie | jest
uwarunkowana wprowadzeniem ograniczonosci nosnika ,,szumu”. Jednostronny skiad-
nik losowy w;, szacowany za pomocg estymatora DEA o analogicznej wiasnosci, jest
bowiem konstruowany za pomoca parametru V., — zob. wzér (3). Autor niniejszej
pracy chciatby jednak zwrGci¢ uwage na inng rolg parametru v, Stanowi on nie-
zbedny sktadnik korekty wyjsciowej granicy produkcyjnej. Jest to wiec postepowanie
podobne jak w metodach SMNK czy zmodyfikowanej MNK, gdzie wyjsciowa ocene
granicy produkcyjnej w punktach danych réwniez korygujemy tyle, ze odpowiednio
0 najwigksza reszte lub o charakterystyke E(u;).

3 Oblicza si¢ jedynie charakterystyke E(U\éu) zwang $rednia nieefektywnoscia, za$ gtdwnym
celem symulacji jest poréwnanie metod SFA i DEA+.
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W czgsci trzeciej pracy zrodtowej Gstach (1998) autor stara si¢ dowies¢ zgodnosc¢
catej procedury DEA+. W szczegdlnosci, opierajac si¢ na twierdzeniu 1 (zgodnosé
etapu ) oraz twierdzeniu z pracy Bierens (1994), autor metody dowodzi twierdzenie
0 zgodnosci oceny granicy produkcyjnej w punktach danych uzyskanej w wyniku
zastosowania DEA+.

Twierdzenie 2 Przy wprowadzonych zatozeniach 1-7 metoda DEA+ dostarcza
zgodnego estymatora g(x;) wartosci g(x;), dla xjeintX.

Dowdd: Gstach (1998, s. 165-167).

4. UWAGI KRYTYCZNE

Pierwsza uwaga dotyczy nieprawidtowosci wystepujacej w przeprowadzonej pro-
cedurze MNW, kwestionuje wigc tym samym zgodnos¢ metody DEA+. W zapisie
funkcji wiarygodnosci we wzorze (6) pojawia si¢ iloczyn gestosci zmiennych loso-
wych W; mimo, ze nie musza one byé niezalezne, na co zreszta zwraca uwage sam

autor. Powolujac sie na prace (Banker 1993) twierdzi on, iz asymptotycznie zmienne
te ,,staja sie coraz bardziej niezalezne”, podobnie jak oceny odchylen w jednopro-
duktowym modelu Bankera. Jednak argumentacja uzyta w pracy Bankera wydaje
sie mocno watpliwa. Po pierwsze jest mocno lakoniczna i sktada sie z kilku stow
odnosnika w przypisie 7 do pracy Tate, Brown (1970), w ktdrej jakoby prezentowany
jest podobny punkt widzenia. Po drugie wspomniana praca z 1970 roku dotyczy wia-
snosci testu Q Cochrana, badanych za pomoca odpowiednich eksperymentéw symu-
lacyjnych. Autor niniejszej pracy nie dostrzega jej zwiazku z kwestig niezaleznosci
ocen odchylen przy rosnacej liczbie obserwacji, a juz tym bardziej z wplywem tego
zjawiska na wiasnosci statystyczne MNW. Ponadto procedura DEA+ uzywana jest
w praktycznych zastosowaniach na prébach skonczonych, gdzie niezaleznosé nie jest
zagwarantowana, a wiasnosci matoprébkowe procedury nie sa znane. Autor metody
wykonat jedynie badania symulacyjne w celu ich poznania na wybranych przyktadach
(zob. Gstach 1998).

Druga uwaga dotyczy wzoru na gestos¢ taczng W podanego w pracy Gstach
(1998, s. 165) uzywanego w |1 etapie metody dla reszt Wj — por. wzér (7):

fW(W)zjlfv(V"'Vmax)fu(v_w)dv ' (11)

Sam wzor w ogolnosci jest prawdziwy i wynika to z faktu, ze zmienna losowa W
jest suma niezaleznych zmiennych losowych —U oraz V —V.«. Jej gestos¢ jest wtedy
splotem gestosci odpowiednich zmiennych losowych. Korzystajac z wiasnosci:

fx(X) = fx(-X), fxc(x) = fx(x + C), (12)
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gdzie X — zmienna losowa, C — stata, mozna bez problemu dowies¢ prawdziwosci
powyzszego wzoru.

Watpliwosci autora niniejszej pracy budzi natomiast zasadnos¢ granic catkowania
przyjetych we wzorze. Z postaci nosnikdw zmiennych V i U zawartych w zatozeniach
51 6 wynika, iz:

Fu(V + Vima) > 0, dla [V + Vinaxl < Vinax (13)
fulv-w)>0,dlav-w>0.
Poniewaz catkuje sie po v, powyzsze nosniki mozna przeksztatci¢ do postaci:
Wmax< V<0, V>Ww, (14)

Korzystajac z faktu, iz W < 0, przedziat (w, 0) rzeczywiscie stanowitby czes¢ wspolng
nieréwnosci (14), gdyby nie wymagana nierownos¢ -2vp.x < V. Okazuje sig, iz z przy-
czyn technicznych ma wtedy znaczenie jaka relacja taczy wielkosci W oraz -2vpay.
Jesli W > -2v,,,to wspomniana nierdwnos¢ jest spetniona i wtedy rzeczywiscie gra-
nice catkowania przyjeto prawidtowo. Jesli jednak relacja jest przeciwna to powinno
si¢ catkowac po przedziale (-2vi.. 0), gdzie obie gestosci w iloczynie pod catkg
sa dodatnie. Warto jednak zaznaczy¢, ze przyjmujac w drugiej sytuacji granice cat-
kowania po przedziale (w, 0) wzér (11) w dalszym ciagu jest prawdziwy z tym, ze
odpowiednia catka na przedziale (W, -2Vya,) WYNOSi zero.

Niestety pozostawienie wyjsciowych granic catkowania (W, 0) w przypadku gdy
W < -2Vpax Powoduje brak zbieznosci procedury? realizujacej MNW na resztach w,
uzywanej przez dodatek Solver w programie Microsoft Excel. Przy réznych punktach
startowych i odpowiednich ograniczeniach natozonych na parametry optymalna war-
t08¢ Viay Przyjmuje niedopuszczalnag zerowa wartosé, badz zatrzymuje sie na narzu-
conym ograniczeniu dolnym. Mozliwe jest oczywiscie, iz uzyto niewtasciwej metody,
badZ nieprawidtowo ja zaimplementowano. Autor niniejszej pracy sadzi jednak, ze
nalezy po prostu zmodyfikowa¢ wz6r (11) do postaci:

0
va (V4 Vi JFG (V= W)dv, W> —2v,
fw(W) =4 "% : (15)
va (v + Vo )fU (v - VT/)dv, W< =2V,

- vaax

4 Jest to tzw. metoda gradientu sprzezonego ozn. angielskojezycznym skrétem GRG (Generalized
Reduced Gradient).
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Funkcja wiarygodnosci zmienia bowiem swa posta¢ w zaleznosci od tego jaka
relacja taczy reszty W i nieznany parametr — 2v,,.«, Ktory podlega optymalizacji.

Prawdopodobnie wiasnie z tego powodu w pracy Gstach (1999) rezygnuje sie¢
z dolnego ograniczenia zmiennej V i jednoczesnie zaktada si¢ pozadana dla ,,szumu”
wiasno$¢ E(V) = 0. Brak jest jednak konkretnych propozycji uzytecznych rozkia-
dow sktadnika losowego v 0 nosniku nieograniczonym od dotu, ktéry spetniatby te
warunki.

5. PRZYKLAD EMPIRYCZNY

Wykorzystano zestaw danych zaczerpniety z pracy Osiewalski, Wrobel-Rotter
(2002), uzywany juz wielokrotnie przez autora w jego poprzednich pracach. Sa to
dane rzeczywiste z roku 1995 dotyczace 32 polskich elektrowni i elektrocieptowni,
ktorych efektywnosé¢ techniczna bedziemy analizowac. Za naktady przyjeto:

— kapitat (wartos¢ brutto srodkéw trwatych liczona w zt.);
— prace (liczba pracownikow);
— energi¢ wsadu (liczong w TJ).

Jedynym produktem dziatalnosci jednostek jest wytworzona energia (liczona
w TJ).

Zrealizowano pierwszy etap metody DEA+ za pomocag wzoru (4), obliczajac

na wyjsciowych danych standardowy estymator DEA é(x,-), j = 1,...,n. Nastepnie

korzystajac ze wzoru (5) uzyskano reszty w;, j = 1,...,n. Przypomnijmy, ze s3 to
odpowiednio oceny pseudogranicy produkcyjnej oraz pseudoefektywnosci w punktach
danych. Rezultaty przedstawiono w tabeli 1.

W dalszej kolejnosci przystapiono do realizacji etapu Il. Zgodnie z wczesniejszymi
uwagami do zatozen 5 i 6 przyjeto przyktadowo rozktad normalny N(O, ¢,2) ucicty do
przedzialu (-Vmax, Vmax) dla ,,szumu” v oraz rozktad wyktadniczy Exp(1) dla sktadowej
u zwiazanej z nieefektywnoscig. Zrealizowano wzér (15) na gestosé taczng W bedacy
zmodyfikowana wersja wzoru (11), zgodnie ze uwagami zawartymi w czesci czwartej
niniejszego opracowania. Po szeregu zmudnych, lecz prostych przeksztatcen uzyskano
ostatecznie nastepujaca postac tej gestosci:

2 2
iexp{_zl 20_v2 _ 2/1(Vmax 4 W)]}|:q)(vmax + A,O-V J_ (I)[a+ igv J}
_ O'V O'v ’ (16)

ZQ[Vmax j _ 1
O-V

5 1GWh=3,6TJ (teradzul).
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Tabela 1
Wyniki uzyskane w etapie | metody DEA+.

Lp. i g% Iny; Ing () W,

1 100749 100749 11,52039 11,52039 0

2 54677 54677 10,9092 10,9092 0

3 51499,5 51499,5 10,84933 10,84933 0

4 34356,7 34356,7 10,44455 10,44455 0

5 33991,7 46883,28 10,43387 10,75542 -0,32154

6 337314 42135,09 10,42618 10,64864 -0,22245

7 32164,4 41151,15 10,37862 10,62501 -0,24639

8 29404,3 29404,3 10,2889 10,2889 0

9 28615,7 29431,12 10,26171 10,28981 -0,0281
10 28536,7 38289,02 10,25895 10,55292 -0,29397
11 20160,4 20160,4 9,911476 9,911476 0
12 19731,6 27213,16 9,889977 10,21146 -0,32148
13 17874,2 25937,79 9,791114 10,16346 -0,37234
14 16620,7 17007,94 9,718404 9,741436 -0,02303
15 16428,7 16428,7 9,706785 9,706785 0
16 15318,7 18621,02 9,63683 9,832046 -0,19522
17 14641,1 17974,8 9,591588 9,796726 -0,20514
18 12752,9 12752,9 9,453514 9,453514 0
19 10185,1 10527,49 9,228681 9,261745 -0,03306
20 10119,2 10593,52 9,22219 9,267998 -0,04581
21 9406,5 13667,05 9,149156 9,522743 -0,37359
22 8964 15231,13 9,100972 9,631097 -0,53013
23 7922,1 79221 8,977412 8,977412 0
24 6530 7890,613 8,784162 8,973429 -0,18927
25 4900,7 6260,078 8,497133 8,741948 -0,24481
26 4533,9 6487,502 8,419338 8,777633 -0,3583
27 44725 6130,73 8,405703 8,721069 -0,31537
28 44247 5164,437 8,394958 8,549551 -0,15459
29 3926,6 3926,6 8,275529 8,275529 0
30 3320,9 3320,9 8,107991 8,107991 0
31 3153,1 3153,1 8,056141 8,056141 0
32 1939 1939 7,569928 7,569928 0

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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gdzie @(-) dystrybuanta rozktadu normalnego standaryzowanego oraz:

oz {ij Vo W > =2V, . (17)

W dalszej kolejnosci wyprowadzono wzor na zlogarytmowang funkcje wiarygod-
nosci opierajac sie na resztach W; jednostek pseudonieefektywnych.

|nh;[ £, 9)} = (18)

R 2 2
Z{In a1 [ﬂzaf - Z/I(VmaX + vT/)]+ In{d)(vmaX +4a, J - (I{ a+zo, H - In{Zq{v”‘“j _1} ,
jed 2 g, g, g,

W celu uzyskania zbieznosci procedury realizujacej MNW narzucono nastepujace
restrykcje na parametry:

Jo?

\Y 2 .
A Vinaxs 02 107 Vinad 0> 10°%; Y T2 110 101, wlo<-10"j €l (19)
o

\

Ograniczenia te zapewniaja ,,poprawne” zachowanie wyrazen bedacych argumentami
dystrybuant zawartych we wzorze (18) na logarytm funkcji wiarygodnosci w trakcie

trwania algorytmu. Za punkt startowy przyjeto ostatecznie wartosci (o; 4; Vimax) =
(0,01; 0,01; 0,011515828). Startowa wartos¢ Vpmay Spetnia zaleznosé max W, = -2Vpmax-
je

Jest wigc $cisle zwigzana z kluczowa relacja migdzy resztami a odpowiednim para-
metrem. Istotne znaczenie dla uzyskania zbieznosci MNW ma tu uzycie najwiekszej
reszty wsréd obiektow nieefektywnych®.

Ostatecznie uzyskano nastepujace oceny parametrow:

(6,270 )= (0,002014603; 4,642198937; 0,020127193). (20)

6 Nasuwa sie skojarzenie z metoda SMNK, gdzie najwicksza reszta réwniez odgrywa wazna role.
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2
Jedynie ograniczenie Vi A0y < 10 jest w tym punkcie spetnione stabo. Za pomoca

oy

oceny V., Oszacowano rzeczywista granice produkcyjna w punktach danych ze
wzoru (10). Nastepnie oceny parametrow wykorzystano do obliczenia wartosci mier-
nika efektywnosci dla poszczeg6lnych obiektéw wg schematu opisanego w pracy
Kumbhakar i Lovell (2000, s.78-82). Miernik éw dany jest wzorem?:

TEj = exp(- E (| W,)), j = L,....n. (21)
Aby zrealizowa¢ formute (21) nalezy w pierwszej kolejnosci uzyskaé postaé roz-

kfadu warunkowego U|w. Korzystajac z danych gestosci zmiennych losowych U iV,
po dokonaniu prostych przeksztatcen otrzymuje sie:

UIW ~ C(W)N"(1,507). (22)

Odpowiedni rozktad warunkowy jest wigc iloczynem rozktadu normalnego ucictego
0 sredniej:

H=- W- Vimax = 0'\/2/Uu, (23)
I wyrazenia:
- ol d)(b)
C = N, 24
= ol o

gdzie o, = 1/2 (odchylenie standardowe U) oraz:

(W+v,, o, +02 -

W> =2V
b= (_V O-”)ZV e R (25)
STy TV W< -2y,
O-LIO-V

2
c= Vmaxo-u +O-v

(26)

0,0y

7 Jest to jedna z propozycji pomiaru efektywnosci przedstawiona we wspomnianej pracy zrédto-
wej.
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Przy obliczaniu wartosci oczekiwanej wystgpujacej we wzorze (21) skorzystano
ze wzordw zawartych w pracy Kumbhakar, Lovell (2000, s. 82), doktadajac brakujace
wyrazenie C(wW) dane wzorem (24). W zapisie dla obserwacji j = 1,...,n uzyskano:

ok wilo,), (21)

E (uj|wj) = C(Wj)[ﬂj + oy
luj/O-v

gdzie 4 = -W;- Vmax - o/lay oraz ¢o(-) gestos¢ rozktadu normalnego standaryzowa-

nego. Zrealizowano wzdr (27) na resztach W; oraz ocenach parametréw uzyskanych
za pomoca metody DEA+ i uzyskano ocene wartosci oczekiwanej wystepujaca we
wzorze (21), a tym samym otrzymano miernik TE;. Wyniki dla badanych jednostek
produkcyjnych® zestawiono w tabeli 2.

Widoczne jest, iz metoda ulega degeneracji i nie moze by¢ stosowana dla obiek-
tow pseudoefektywnych, o czym wspominano wczesniej. Na koniec podkresimy, iz
przyktad ten ze wzgledu na mata liczebnosé¢ préby ma jedynie ilustrowaé dziatanie
metody. Uzyskane rezultaty nalezy traktowac¢ z duza ostroznosciag ze wzgledu na
asymptotyczne wiasnosci DEA+.

Tabela 2
Oszacowanie granicy produkcyjnej i miary efektywnosci w punktach danych.

i | 2w TE,
98741,48 X
53587,51 X
50473,32 X
33672,11 X

45949,09 | 0,739779
41295,5 0,816842
40331,17 | 0,797519

28818,39 | x

O |0 | N[O |lOo | B~ W|DN|PF

28844,68 | 0,99208

8 Dla obiektéw pseudoefektywnych wartoci miary TE; nie da si¢ obliczy¢ ze wzgledu na to, iz
w mianowniku wyrazenia C(v~vj) pojawia si¢ zero.
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j ) TE,

10 | 37526,07 | 0,76046

11 | 19758,68 | x

12 | 26670,91 | 0,739827

13 | 25420,96 | 0,703137

14 | 16669,04 | 0,996808

15 |16101,34 | x

16 | 18249,98 | 0,839395

17 | 17616,63 | 0,831108

18 | 12498,79 | x

19 | 10317,71 | 0,987165

20 | 10382,44 | 0,974664

21 | 13394,72 | 0,702263

22 | 14927,64 | 0,600502
23 | 7764,244 | X
24 | 7733,385 | 0,844404
25 | 6135,34 0,798777
26 | 6358,232 | 0,713084
27 | 6008,569 | 0,744363
28 | 5061,53 0,874196
29 | 3848359 |x
30 | 3254,728 | x

31 | 3090,271 | x

32 | 1900,363 | x

Zr6dto: opracowanie wiasne.

6. ZAKONCZENIE

W niniejszej pracy przedstawiono wersje jednoproduktowsa metody DEA+ tzn.
przyjeto, iz badana grupa jednostek produkcyjnych wytwarza tylko jeden produkt.
Taki wiasnie wariant przedstawiony jest w zrddtowej pracy Gstach (1998). Docelowo
jednak, zamierzeniem autora bedzie konstrukcja i wykorzystanie wersji wieloproduk-
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towej metody DEA+, zgodnie z dos¢ og6lnymi wskazowkami zawartymi w pracy
Gstach (1999). Jest to konieczne ze wzgledu na to, iz DEA stosowana jest zwykle
w takiej wiasnie sytuacji.
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METODA DEA+ W WERSJI JEDNOPRODUKTOWE]

Streszczenie

W artykule opisano DEA+, ktora jest jedna z metod stuzacych do estymacji funkcji produkcji
oraz miar efektywnosci technicznej. W pracy rozwazono przypadek jednoproduktowy. Przedstawiono
semiparametryczny model graniczny, bedacy podstawa teoretyczna metody oraz sam jej przebieg, wraz
z uwagami krytycznymi dotyczacymi prawidtowosci funkcjonowania procedury. Catos¢ konczy przykiad
empiryczny ilustrujacy zastosowanie metody, przy wybranych zatozeniach modelowych w odniesieniu
do rozktadéw sktadowych ztozonego czynnika losowego.

Stlowa kluczowe: DEA+, semiparametryczny model graniczny, funkcja produkcji, efektywnosé
techniczna
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SINGLE-PRODUCT VERSION OF THE DEA+ METHOD

Abstract

In the article we present the DEA+ method as a tool for estimation of production function and
technical efficiency measures. We restrict the scope of the study only to the single-product case. Once
the underlying, semiparametric frontier model is discussed, we proceed with demonstrating the very
algorithm of DEA+, and provide some critique of its validity. Finally, the method is illustrated with an
empirical analysis under certain choices of distributions for each of the random variables constituting
the composed error.

Keywords: DEA+, semiparametric frontier model, production function, technical efficiency






